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生産活動の効率性分析を主題とした研究の蓄積は膨大
なものであるが，そもそも効率性を測る指標が充足すべ
き条件とはどのようなものであるかについての公理論的
な考察というテーマも，Färe and Lovell（1978）の問
題提起以後，一つの重要なトピックとして研究者達の注
目 を 集 め る こ と と な っ た． こ の 話 題 に 関 し て は，
Dmitruk and Koshevoy（1991）により Färe and Lovell
が提案した基準をみたす効率性指標の存在を保証する生
産可能集合の特徴づけがなされたことで一応の完結をみ
たと言えるが，Dmitruk and Koshevoy が示した条件が
どれほど広範に成立するものであるかの精査は行われて
こなかった．本稿では，第 2 節において，この問題に対
する肯定的な解答を与える．

１．効率的生産の特徴づけ
新古典派経済学では，企業が実現可能な生産要素の投

入と生産物の産出の組み合わせを生産可能集合と呼び，
この概念を基礎に生産理論が展開されていく．投入，産
出ベクトルを，それぞれ，x∈R+

n（n 次元ユークリッド
空間の非負象限），y∈R+

m（m 次元ユークリッド空間の
非負象限）とし，x の投入により y の産出が可能，とい
う関係を示す R+

n×R+
m の部分集合，すなわち生産可能

集合を T で表す．次に T に関して標準的に想定される
条件を列記しておこう（数学記号の用法等については論
文末尾に注としてまとめてある）．
〔T1〕  （0,0）∈T かつ （0,y）∈T ⇒ y = 0
〔T2〕  T は（R+

n×R+
m）の閉集合

〔T3〕  （x,y）∈T , （x,－y） ≤ （u,－v） ⇒ （u,v）∈T
〔T4〕  すべての x∈R+

n に対し，
　　　T（x） : =｛（u,y）∈T | u ≤ x ｝ は有界

ここで，T1,T3,T4 の各条件は，それぞれ，桃源郷の不
可能性，投入・産出の自由処分可能性，生産物の希少性
の条件などと称せられる．T1 の前半の条件は，無活動

が可能という形で T が空でないことを要求し，T1 の後
半の条件と T4 は，経済的な選択の問題を考える意味が
あることを要求しているものと解釈できる．T2 は，生
産関数，費用関数，距離関数，等々といった経済分析の
展開において重要な役割を果たす基礎概念が well-
defined であるために不可欠の closedness の条件である．
生産活動の効率性評価においては，「他の条件が一定な
らば，投入はより小さい方が，産出はより大きい方が
better」という Pareto 順序が重視されるが，T3 は，生
産可能集合 T がそれ自身の自由処分包（free disposable 
hull）を含んでいる，すなわち，ある投入・産出の組 （x,y） 
が技術的に実現可能なら，上記の意味でこれより非効率
な投入・産出の組も実現可能なことを要求している．ま
た，
（x,y）∈T ⇔ y∈P（x） ⇔ x∈L（y）

として産出集合P（x）（Tのx切り口）と必要投入集合L（y）
（T の y 切り口）が定義される．

さらに，P（x） と L（y） の境界（より広義の効率集合）
にあたる生産フロンティア Isoq P（x）と等量集合 Isoq 
L（y） が

Isoq P（x） := ｛ y∈R+
m | θ > 1 ⇒ （x,θy）

a 武蔵大学経済学部　教授

本稿では，生産活動の公理論的分析における基本概念
である生産可能集合と，数学的にはその切り口（section）
にあたる投入集合ならびに産出集合に対して標準的に想
定される位相的性質 closedness についての考察を行う．
生産可能集合の closedness は，投入集合ならびに産出
集合の closedness を含意するが，投入集合と産出集合
の closedness を 同 時 に 仮 定 し て も 生 産 可 能 集 合 の
closedness は保証されない．closedness と並んで一般的
に想定される自由処分の仮定（free disposability）を加
えても，「投入集合の closedness かつ自由処分の仮定」
から生産可能集合の closedness は導かれないし，「産出
集合の closedness かつ自由処分の仮定」から生産可能
集合の closedness は導かれない．では，生産可能集合
の closedness は，その切り口の closedness に加えどの
ような条件が課されれば成立する性質なのかというと，
投入集合と産出集合がともに closed かつ自由処分可能
であればよいことが確かめられる．以下では，これらの
ことを示して行こう．

新古典派経済学では，企業が実現可能な生産要素の投
入と生産物の産出の組み合わせを生産可能集合と呼び，
生産理論の基礎に据えている．以下では，n 種類の生産
要素を投入し，m 種類の生産物を産出する企業等の活
動主体を考察対象とする．投入，産出ベクトルを，それ
ぞれ，x∈R+

n（n 次元ユークリッド空間の非負象限）， 
y∈R+

m（m 次元ユークリッド空間の非負象限）とし，「x
の 投 入により y の産出が 可 能 」という関 係を示 す 
R+

n×R+
m の部分集合，すなわち生産可能集合をT で表す．

次にTに関して標準的に想定される条件を列記しておこう．
〔T1〕（0,0）∈T かつ（0,y）∈T ⇒ y=0
〔T2〕T は（R+

n×R+
m）の閉集合

〔T3〕（x,y）∈T, （x,－y）≤（u,－v）⇒（u,v）∈T
〔T4〕すべての x∈R+

n に対し，
 T（x）: =｛（u,y）∈T | u ≤ x ｝は有界
ここで，T1,T3,T4 の各条件は，それぞれ，桃源郷の不
可能性，投入・産出の自由処分可能性，生産物の希少性

の条件などと称せられる．T1 の前半の条件は，無活動
が可能という形で T が空でないことを要求し，T1 の後
半の条件と T4 は，経済的な選択の問題を考える意味が
あることを要求しているものと解釈できる．T2 が冒頭
で言及した closedness であり，生産関数，費用関数，
距離関数，等々といった経済分析の展開において重要な
役割を果たす基礎概念が well-defined であるために不可
欠の条件である．生産活動の効率性評価においては，「他
の条件が一定ならば，投入はより小さい方が，産出はよ
り大きい方が better」という Pareto 順序が重視されるが，
T3 は，生産可能集合 T がそれ自身の自由処分包（free 
disposable hull）を含んでいる，すなわち，ある投入・
産出の組（x,y）が技術的に実現可能なら，上記の意味
でこれより非効率な投入・産出の組も実現可能なことを
要求している．また，
（x,y）∈T ⇔ y∈P（x）⇔ x∈L（y）

として産出集合 P（x）（T の x 切り口）と必要投入集合
L（y）（T の y 切り口）が定義される．

このとき，次の命題が成り立つ：
命題 1

すべての x に対し P（x）が closed，かつ，すべての y
に対し L（y）が closed，かつ x ≤ u ⇒ P（x）⊂P（u）の 3
条件が成り立つならば T は closed になる．

（証明）
（x,y）∉∈T ならば，L（y）が closed だから，十分小さ

なε>0 をとって xε=x+ε（1,…,1）∉L（y）とできる．一方，
自由処分の仮定から P（x）⊂P（xε）かつ y∉P（xε）となる．
ここで P（xε）も closed だから，十分小さなδ>0 をとっ
て Bδ（y）∩P（xε）=φ とできる．ここで Bδ（y）は y のδ
近傍である．いま，再び自由処分の仮定から，xε－R+

n

に含まれる x の十分小さな近傍 U が選べて P（x）⊂P（xε）
for all  x∈U が成立するから，Bδ（y）∩P（x）=φ  for all  
x∈U となる．これは U×Bδ（y）∩T=φを意味するから，
これで T の closedness が示された．

（証明終了）
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T ｝ ,
Isoq L（y） := ｛ x∈R+

n | θ > 1 ⇒ （θ－1x, y）
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T ｝ ,
と定義され，y と Isoq P（x） との射線（ray）方向の乖離度，
また，x と Isoq L（y）との射線方向の乖離度を測る指標
として，Shephard の産出距離関数 Do（x,y,T），投入距離
関数 Di（x,y,T）が定められる．すなわち，

Do（x,y,T） := sup｛θ∈R+ | （x,θy）∈T ｝ ,
Di（x,y,T） := sup｛θ∈R+ | （θ－1x,y）∈T ｝

である．なお，文献上では Do（x,y,T） := inf｛θ∈R+ | （x,
θ－ 1y）∈T ｝ という産出距離関数の定義を採用する立場
が支配的なようだが，「距離」のニュアンスを重視する
なら本稿の定義の方が自然である．

ところで，効率フロンティアに近い，すなわち，効率
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的な投入 ‐ 産出ベクトルの集合との距離が小さい生産
ほど効率的と捉えて，たとえば Shephard 投入距離関数
Di（x,y,T）の逆数を効率性指標と定義するという考え方
は自然な発想である．効率性分析の分野で最もポピュ
ラーな Debreu-Farrell 測度がまさにそれである．観察
された投入 ‐ 産出ベクトルと効率フロンティアの乖離
が小さいほど効率性が高くなるように効率性指標を規定
すればよいのであれば首尾よしといえるが，たとえば
Leontief technology を考えてみれば分かるように，等量
線の上にある点がスラックを含み Pareto 効率的である
とは限らないため，Di（x,y,T） = 1 は（x,y）∈ε（T）（ε（T）
は T の効率フロンティア）と同義ではないのである．
距離関数 D がみたすべき性質 "D（x,y,T） = 1 ⇔ （x,y）∈
ε（T） " を indication property と呼ぶならば，Debreu-
Farrell 測度の背後にある Shephard の距離関数 Di は，
この indication property を普遍的には充足しない．こ
れまで Shephard の距離関数以外にも様々な距離関数が
提唱されているが，他の距離関数は indication property
を充足するのであろうか．こうした疑問に答えるべく，
indication property を含め，各距離関数に依拠した効率
性指標の妥当性をチェックする基準が Färe and Lovell

（1978）により提案され，いわばこのスクリーニング ･
テストをパスしたものだけが適格と見なされるように
なった．彼らの基準は以下の E1 ～ E3 である．

E1 :  効率性指標関数 E（x,y,T） が indication property
をみたす
if and only if    E（x,y,T） = 1  ⇔  （x,y）∈ε（T）

E2 :  E（x,y,T） が同次性 （homogeneity） をみたす 
if and only if   E（λx,y,T） = λ－1E（x,y,T）

E3 : E（x,y,T） が単調性 （monotonicity） をみたす
if and only if    E（x,y,T） > E（x',y,T）  for all 
x' ≥ x  but  x' ≠ x

E1 については，"E（x,y,T） = 1 ⇒ （x,y）∈ε（T）" サイド
の含意が厳しいことは既述の通りである．E2 は，経済
指数が満たすべき条件として望ましいものではあるが，
便宜的なものであり，緩和の余地がある．E3 は Pareto
順序の保存を要求するものである．

残念なことに，Färe and Lovell 論文発表の後，Bol
（1986）によって条件 E1 ～ E3 を同時に充足する効率性
指標は存在しないという不可能性命題が示され，この問
題を克服するために，スクリーニング基準自体の見直し，
生産可能集合がとり得る範囲の制約を行うことで，一群
の効率性指標が新たなスクリーニング ･ テストをパスす
るか否かの検証が進められることとなった．中でも，基
準 E1 ～ E3 を充足する効率性指標の存在を保証する生
産 可 能 集 合 の 特 徴 づ け に 成 功 し た Dmitruk and 

Koshevoy（1991）の研究は画期的なものであった．彼
らは，効率集合 E = ε（T）よりもさらに Pareto 順序に
関して効率的な投入 ･ 産出の全体（super-efficient set）
A = E－R+

n×R－
m の閉包 A－と T の共通部分が E に一

致すれば，当該生産可能集合 T の正則な拡張 T＊上で
Debreu-Farrell 測度が E1 ～ E3 をみたすことを示した．
ここでは A が閉集合になることがアノマリーを排除す
る重要な条件になっている訳だが，E がコンパクト集合
であるケースや T が多面体の自由処分包にあたるケー
スでは条件 DK : A－ ∩ T = E が成立する．DEA（包絡
分析）で扱われる生産可能集合は，まさに後者のケース
に該当する．問題は DK 条件が成立する技術（生産可能
集合）がどれほど制限的であるか否かである．幸いにも，
自由処分条件 T3 をみたす生産可能集合は DK 条件をみ
たす正則な生産可能集合の極限として表されることが分
かる．つまり，Bol の反例は極めて artificial なもので，
これを気に病む必要はないということである．この主張
が正しいことを次節に示す．

２．生産可能集合の正則近似
議論を簡単化するため，以下では，L + R+

n ⊂ L か
つ L は閉集合，という条件をみたす必要投入集合 L に
的を絞って議論を進める．さらに，ω < x  for all  x∈L 
となるω∈R++

n の存在を仮定する．これは，n = 2 のケー
スでいえば，等量線が座標軸に漸近しないことを意味す
る．このとき，ωを頂点とする錐 ｛ω｝ + R+

n は L を含
む多面体になっている．多面体は効率性条件 DK をみた
すので（Dmitruk and Koshevoy（1991）命題Ⅱ.9），E1
～ E3 をみたす効率性指標を定義できる正則な拡張 L＊ 
をもつ（Dmitruk and Koshevoy（1991）主張Ⅱ.11）．

い ま，u∈∂L に 対 し，φ（u） = u－θ（u）ι , θ（u） = 
sup｛θ∈R+ | u－θι∈L＊｝ , ι = （1,…,1） とすれば，φは∂L
から L0 = φ（∂L） ⊂ ∂L＊ への全単射となる．ψ =φ－1

として，x∈L0 に対し，
f t（x） = （1－t）x + tψ（x）  for  t∈［0,1］

と定義する．このとき Lt = ｛f t（x）∈R+
n | x∈L0｝ が L0

から L1 = ∂L への連続変形を与える．
〔命題〕

f t（x） は L + R+
n で効率的である．

（証明）
ある t∈（0,1） に対し f t（x） が L + R+

n で非効率的な
らば，z ∈ L + R+

n が存在して z < f t（x） となる．z ∈ 
L + R+

n であるから，f t（x'） ≤ z なる x'∈L0 を見出し得
る．すると，ベクトル順序の推移性から，f t（x'） < f t（x） 
が従う．これより，x' + t（ψ（x'）－x'） < x + t（ψ（x）－ x） 
または x'－x < t（θ（ψ（x））－θ（ψ（x'）））ιが導かれる．x', x

2
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∈L0 であるから，t（θ（ψ（x））－θ（ψ（x'）））ι が非正ベク
トルであることはあり得ない．よってθ（ψ（x））>θ（ψ

（x'））．ある t∈（0,1） で x'－x < t（θ（ψ（x））－θ（ψ（x'）））ι
が成立するなら，この不等式は t = 1 でも成立し，ψ（x'） 
<< ψ（x） が導かれる．しかし，これは L + R+

n ⊂ L と
なる L に対しψ（x）,ψ（x'）∈∂L であることと矛盾する．

（証明終了）
ちなみに，この証明に現れる関数θはよく知られた方

向距離関数に対応するが，L＊が下方有界かつ閉だからθ，
φは well-defined である．自由処分可能性をみたす生産
可能集合が構成する冪空間に適切な位相を導入すれば，
DK 条件を充足する正則な生産可能集合が稠密になると
いった別表現も可能となろうが，その確認は他日の課題
としたい．

本稿を終える前に，Dmitruk and Koshevoy の研究成
果の意義が学界内でも十分に共有されていないことを示
す残念な例にふれておきたい．

図 1　DK 条件をみたさない等量集合

図 1 には，DK 条件がみたされない等量集合のイメー
ジ図が描かれている．∂L の効率点の集合は ｛a｝∪｛d｝
∪（b,c） であり，Färe and Lovell の条件 E1 から E（a,L） 
= E（b' ,L） = 1である．ただし，b'はbに限りなく近い（b,c）
上の任意の点とする．このとき，x∈（a,b） に対し，条件
E3 をみたす実数 E（x,L） の割り振りは不可能であるこ
とが直ちにわかる 1）．このような明白な反例が示されて
いるにもかかわらず，Cooper,Huang and Zhu（2008） 
は効率指標の定義が可能だと反論した．著者らは DEA
の大御所とも言うべき研究者達である．Cooper らの主
張にも一理ありそうに見えるのは，効率指標の値域が実
数区間［0,1］ではなく Abraham Robinson の所謂非標
準実数区間［0,1］＊ とされていて，それが indication 
property の確保に一役買っているからであるが，不連

続性の問題は依然として解消していない 2）．そのことを
隠して Dmitruk and Koshevoy（Bol）の研究を陳腐な
代物 （outdated） 呼ばわりするのは見識が疑われるとし
か言いようがない．筆者は，Russell（1998） や Sickles 
and Zelenyuk（2019） による Dmitruk and Koshevoy の
正当な評価に賛同するものである．

注
1 ）Dmitruk and Koshevoy（1991）補題Ⅱ.2 によれば，
E2，E3 をみたす効率性指標は，上半連続でなければ
ならないが，点 b では上半連続性が成立しない．

2 ）Cooper らは，必ずしも強い indication property を
みたさないが連続性はみたす Debreu-Farrell 指標から
スラックに nonarchimedean number を掛けた無限小
数を引く形で効率指標を定義したが，こうすると，区
間［a,b］上のどの点も標準実数の世界では効率値 1（1
と同一視される値）が付与されるが，非標準実数の世
界では各点の効率値はスラックに応じた差がつけられ
る，といった詭弁じみた説明がなされる．しかし，点
b での上半連続性の崩れは否定すべくもない．連続性
が担保されているのは Debreu-Farrell 指標部分だけで
あって，Cooper らの指標は非標準実数の世界で考えて
も連続性をみたさない．

数　学　記　号　注
⇒：論理的含意（「ならば」），⇔：論理的同値，∈：

元
げん

の集合への帰属，A∩B：集合 A と B の共通部分，
R+

n：非負実数半直線の n 重積（n 次元ユークリッド空
間の非負象限），x ≤ u ⇔ xi ≤ ui , i∈｛1,2,…,n｝，x < u 
⇔ x ≤ u かつ x ≠ u，x << u ⇔ xi < ui , i ∈｛1,2,…,n｝，
∂L：L の位相的境界，"x は L で効率的 " ⇔ "u < x ⇒ 
u

a 武蔵大学経済学部　教授

本稿では，生産活動の公理論的分析における基本概念
である生産可能集合と，数学的にはその切り口（section）
にあたる投入集合ならびに産出集合に対して標準的に想
定される位相的性質 closedness についての考察を行う．
生産可能集合の closedness は，投入集合ならびに産出
集合の closedness を含意するが，投入集合と産出集合
の closedness を 同 時 に 仮 定 し て も 生 産 可 能 集 合 の
closedness は保証されない．closedness と並んで一般的
に想定される自由処分の仮定（free disposability）を加
えても，「投入集合の closedness かつ自由処分の仮定」
から生産可能集合の closedness は導かれないし，「産出
集合の closedness かつ自由処分の仮定」から生産可能
集合の closedness は導かれない．では，生産可能集合
の closedness は，その切り口の closedness に加えどの
ような条件が課されれば成立する性質なのかというと，
投入集合と産出集合がともに closed かつ自由処分可能
であればよいことが確かめられる．以下では，これらの
ことを示して行こう．

新古典派経済学では，企業が実現可能な生産要素の投
入と生産物の産出の組み合わせを生産可能集合と呼び，
生産理論の基礎に据えている．以下では，n 種類の生産
要素を投入し，m 種類の生産物を産出する企業等の活
動主体を考察対象とする．投入，産出ベクトルを，それ
ぞれ，x∈R+

n（n 次元ユークリッド空間の非負象限）， 
y∈R+

m（m 次元ユークリッド空間の非負象限）とし，「x
の 投 入により y の産出が 可 能 」という関 係を示 す 
R+

n×R+
m の部分集合，すなわち生産可能集合をT で表す．

次にTに関して標準的に想定される条件を列記しておこう．
〔T1〕（0,0）∈T かつ（0,y）∈T ⇒ y=0
〔T2〕T は（R+

n×R+
m）の閉集合

〔T3〕（x,y）∈T, （x,－y）≤（u,－v）⇒（u,v）∈T
〔T4〕すべての x∈R+

n に対し，
 T（x）: =｛（u,y）∈T | u ≤ x ｝は有界
ここで，T1,T3,T4 の各条件は，それぞれ，桃源郷の不
可能性，投入・産出の自由処分可能性，生産物の希少性

の条件などと称せられる．T1 の前半の条件は，無活動
が可能という形で T が空でないことを要求し，T1 の後
半の条件と T4 は，経済的な選択の問題を考える意味が
あることを要求しているものと解釈できる．T2 が冒頭
で言及した closedness であり，生産関数，費用関数，
距離関数，等々といった経済分析の展開において重要な
役割を果たす基礎概念が well-defined であるために不可
欠の条件である．生産活動の効率性評価においては，「他
の条件が一定ならば，投入はより小さい方が，産出はよ
り大きい方が better」という Pareto 順序が重視されるが，
T3 は，生産可能集合 T がそれ自身の自由処分包（free 
disposable hull）を含んでいる，すなわち，ある投入・
産出の組（x,y）が技術的に実現可能なら，上記の意味
でこれより非効率な投入・産出の組も実現可能なことを
要求している．また，
（x,y）∈T ⇔ y∈P（x）⇔ x∈L（y）

として産出集合 P（x）（T の x 切り口）と必要投入集合
L（y）（T の y 切り口）が定義される．

このとき，次の命題が成り立つ：
命題 1

すべての x に対し P（x）が closed，かつ，すべての y
に対し L（y）が closed，かつ x ≤ u ⇒ P（x）⊂P（u）の 3
条件が成り立つならば T は closed になる．

（証明）
（x,y）∉∈T ならば，L（y）が closed だから，十分小さ

なε>0 をとって xε=x+ε（1,…,1）∉L（y）とできる．一方，
自由処分の仮定から P（x）⊂P（xε）かつ y∉P（xε）となる．
ここで P（xε）も closed だから，十分小さなδ>0 をとっ
て Bδ（y）∩P（xε）=φ とできる．ここで Bδ（y）は y のδ
近傍である．いま，再び自由処分の仮定から，xε－R+

n

に含まれる x の十分小さな近傍 U が選べて P（x）⊂P（xε）
for all  x∈U が成立するから，Bδ（y）∩P（x）=φ  for all  
x∈U となる．これは U×Bδ（y）∩T=φを意味するから，
これで T の closedness が示された．

（証明終了）

生産可能集合の位相的性質について

伊藤　成康a

JEL Classification Codes：C02, D24
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L"，等々とする．
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