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maximum theorem とは，制約条件付き最適化問題の
解が制約集合を規定するパラメーターの変化に反応して
連続的に変化することを示す一連の命題を指すが，本稿
では，件の最適解が目的関数および制約多価写像に関し
ても連続となる条件を示す形で maximum theorem の
拡張を図る．

いま，X と Y を，それぞれ，パラメーターと意思決定 
主体の選択変数が属する距離空間とし，u : Y→R を目
的関数（R は実数直線），γ : X↠Y を制約多価写像とす
ると，μ : X↠Y  s.t.
μ（x）=｛y∈γ（x）| u（y）=max u（z）s.t. z∈γ（x）｝

が解写像となるが，maximum theorem はμが閉対応
（closed map）になることを主張するものである．u が
連続関数，γが閉かつ下半連続多価写像という意味で連
続である場合には，この定理の成立を容易に確かめるこ
とができる．ここではμを X×YX×RY に拡張し，多価写像
μ（x,γ,u）=｛y∈γ（x）| u（y）=max u（z）s.t. z∈γ（x）}

が閉対応になることを示す．γ∈Γ⊂YX はコンパクト値
Hausdorff 連続多価写像とし，γが属するクラスΓ は

（Hausdorff）同程度連続，かつ，γの多価写像空間 YX と
u が属する連続関数の空間U には一様収束の位相が入っ
ているものとする．このとき，次が成り立つ．

定理
<xn,γn,un>→<x,γ,u>かつyn∈μ（xn,γn,un）が yn→y となる 

とき，y∈μ（x,γ,u）が成立する．
（証明）

背理法による．いま，u（z）>u（y）となる z∈γ（x）があ
るとする．ここで，任意のε>0 に対し，十分大きな m
と n を取って，Y の冪空間上の Hausdorff 距離δに関し，
δ（γn（xn）,γn（xm））≤ε/3 , δ（γn（xm）,γ（xm））≤ε/3 , δ（γ（xm）,γ（x））≤ε/3
とできる．最初の不等式はΓの同程度連続性から，第 2
の不等式はγn の一様収束から，第 3 の不等式はγn の一
様極限γの連続性からしたがう．よって，δ（γn（xn）,γ（x））≤ε
が示され，これから，zn∈γn（xn）, zn→z なる {zn} が選べて，

un（zn）→u（z） となる．これより，十分大きな n に対し，
un（zn）>un（yn）となって矛盾する．

 （証明終了）

このような最適解の様々な属性（選好等）に関する連
続性を主張する命題は，1960 ～ 1970 年代に，コアの収
束に関する研究と並行して研究し尽くされた感もある
が，多価写像空間の位相ないし収束の研究は今なお着実
に進められていて，本稿のささやかな存在意義も，これ
まで明確にされてこなかった制約多価写像の可動範囲を
特定した点にある．ここでは制約条件付き最大化問題を
例に取り上げたが，X，Y および u とγの選び方次第では，
生産理論における効率性指標の連続性の証明などにも応
用可能であり，制約写像を変数として扱うことの意義は
小さくない．
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