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はじめに

新古典派経済学では，企業が実行可能な生産要素の投

入と生産物の産出の組み合わせを生産可能集合と呼び，

生産理論の基礎に据えている．生産可能集合を特定した

だけでは企業行動に関する有益な経済学的含意を導くの

は難しいこともあり，個別の投入・産出実績と生産可能

集合の関係を実数値関数で表す工夫を施したうえで，生

産の効率性分析や生産性分析等に進む展開が一般的であ

る．古くから親しまれている生産関数や転形関数の概念

等も，そうした生産可能集合をフォーマルに記述するよ

く知られた手段であるが，これとは異なる数学的表現で

ある距離関数（distance function）の概念が，1950 年代の

初期に Shephard（1953）とMalmquist（1953）によって

独立に提唱された．いま，投入 xから産出 yを得られた

として，投入を x/θ（θはスカラー）のように比例圧縮

（1/θ倍）しても y をぎりぎり産出できる最大圧縮率 θ

を以て（投入）距離関数の値と定める．投入要素の節約

の余地がない効率的な生産が行われている状況では θ=

1 となり，圧縮の余地を残す非効率なケースでは θ>1

となる．このように，概念の具体的な経済学的意味の想

像しやすさでは距離関数は生産関数に劣らぬものである

ばかりか，明らかに，生産の非効率性の程度を捉える量

的指標を提供している点で有用である．距離関数は，非

効率性の概念規定に重要な役割を果たしているだけでは

なく，効率性測定手法の実装において線形計画法と親和

性が高く，近年隆盛著しい Data Envelopment Analysis

という実証研究分野の理論的基礎を与えている．この

Shephard-Malmquist 流の距離関数は，後年，生産性測

定のツールとしても用いられ（Caves, Christensen and

Diewert（1982）等），生産理論において不可欠の概念と

なっている．

ところで，距離関数は，文字通り，投入・産出実績と

潜在的に達成可能な効率的投入・産出ベクトルの集合

（効率フロンティア）との乖離度を測るものとみること

もできるが，実績と比較される効率フロンティア上の参

照点の決め方は一義的ではない．何を参照点とするかの

基準の定式化次第で異なる距離関数が導かれるが，実際，

近年では様々なバリェーションが提案されている．以

下，本稿では，これら多様な距離関数の包括的表現を求

め（第 2節），その一般的な距離関数の連続性に関する数

学的証明を試みる（第 3節）．

1．生産可能集合と距離関数

以下では，n種類の生産要素を投入し，m種類の生産

物を産出する企業等の活動主体を考察対象とする．投

入，産出ベクトルを，それぞれ，x∈R+
n（n次元ユーク

リッド空間の非負象限），y∈R+
m（m次元ユークリッド

空間の非負象限）とし，「xの投入により yの産出が可能」

という関係を示す R+
n×R+

mの部分集合，すなわち生

産可能集合を Tで表す．Tは以下の条件 T1〜T4 をみ

たすものと仮定する．

〔T1〕（0, 0）∈Tかつ（0, y）∈T ⇒ y=0

〔T2〕Tは（R+
n×R+

m）の閉集合

〔T3〕（x, y）∈T,（x, −y）≤（u, −v）⇒（u, v）∈T

〔T4〕すべての x∈R+
nに対し，

T（x）：={（u, y）∈T|u≤x} は有界

T1, T3, T4 の各条件は，それぞれ，桃源郷の不可能性，

投入・産出の自由処分可能性，生産物の希少性の条件な

どと称せられる．生産活動の効率性評価においては，「他

の条件が一定ならば，投入はより小さい方が，産出はよ

り大きい方が better」という Pareto 順序が重視される

が，T3 は，生産可能集合 T がそれ自身の自由処分包

（free disposable hull）2）を含むことを要求している．

次に，距離関数を定義するにあたり，いろいろな流儀

があり得るが，生産可能集合 Tの中から，Pareto 順序

等に関するなんらかの意味で効率的な部分集合=境界

（frontier）を識別しておけば便利である．先の Pareto

順序に関する Tの弱極小元の集合は，
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∂
W（T）：={（x, y）∈T|（u, −v）<（x, −y）⇒（u, v）∉T}

と表されるが，これは，弱効率集合（weak efficient set）

と呼ばれる．この定義によれば，xの座標成分にゼロが

含まれる投入・産出（x, y）は空回り式に弱効率的となっ

てしまうため，このような特異な要素を排除した効率集

合の概念も提案されている（Färe and Grosskopf（1983））．

∂
F（T）：={（x, y）∈T|（u, −v）<*（x, −y）⇒（u, v）∉T}

（<* の意味については後掲数学記号注参照）

がそれであり，Färe and Grosskopf の効率集合と呼ば

れる．∂
F（T）⊂∂

W（T）が成立する．ちなみに，

∂（T）:={（x, y）∈T|（u, −v）≤（x, −y）

but（u, −v）≠（x, −y）⇒（u, v）∉T}

という Pareto-Koopmans の効率集合の方が，一般には

馴染み深いものであろう．

距離関数 D（x, y,T）が，所与の投入・産出（x, y）∈Tと

効率集合 ∂
W（T）（ないしは ∂

F（T））との乖離度（distance）

を測るものであれば，修辞上，“D（x, y,T）=0⇔（x, y）∈

∂
W（T）（or ∂F（T））”という条件の成立が望まれるが，Briec

（1998）が提唱したmetric distance function DT（x, y）

はその典型である．ここに，

DT（x, y）：=inf{（x, y）−（u, v）|（u, v）∈∂
W（T）}，⋅は

R+
n×R+

m上のノルム

である．上記論文において Briec は，一般化方向距離関

数を始め，これまでに提唱されてきた多くの距離関数が，

適切な Hölder 距離から導かれる metric distance func-

tion DT（x, y）として表現されることを示した．

これに対し，生産可能集合 P（x）（Tの x切り口）と必

要投入集合 L（y）（Tの y切り口）の境界（より広義の効

率集合）にあたる生産フロンティア Isoq P（x）と等量集

合 Isoq L（y）が

Isoq P（x）:={y∈R+
m|θ>1 ⇒（x, θy）∉T}，

Isoq L（y）:={x∈R+
n|θ>1 ⇒（x/θ, y）∉T}，

と定義され，yと Isoq P（x）との射線（ray）方向の乖離

度，また，xと Isoq L（y）との射線方向の乖離度を測る指

標として，Shephard の産出距離関数 Do（x, y,T），投入距

離関数 Di（x, y, T）が定められる．すなわち，

Do（x, y, T）:=sup{θ∈R+|（x, θy）∈T}，

Di（x, y, T）:=sup{θ∈R+|（x/θ, y）∈T}

である3）．後者が冒頭インフォーマルに紹介した投入距

離関数である．（x, y）∈Tに対し，“Do（x, y,T）=1 ⇔ y∈

Isoq P（x）”，“Di（x, y,T）=1⇔ x∈Isoq L（y）” となること

が容易に確認できる．

Briec の距離関数と Shephard の距離関数とではかな

り趣が異なるように思われるかもしれないが，後者にお

いては，投入実績を最大圧縮率 θ* で割った x/θ* と yの

組（x/θ*, y）がフロンティア ∂
W（T）上の比較参照点に

なっていて，実績と比較参照点の差=Hölder 距離を “距

離” と定義する代わりに，実績と比較参照点の（投入成

分の）いわば比である θを “距離” と定義しているので

あり，「距離を測る」というニュアンスにおいては通底す

るものがある．

ここで，距離関数 DT（x, y），Do（x, y,T），Di（x, y,T）に

ついて成立する重要な性質を定理の形でまとめておこ

う．T1〜T4 の仮定の下に以下が成立する．

定理 1（Briec（1998），p. 115）

1）DT（x, y）=0 ⇔（x, y）∈∂
W（T）

2）DT（x, y）は（x, y）∈Tに関して連続

3）（x, −y）≤（x�, −y�）⇒ DT（x, y）≤DT（x�，y�）

定理 2

1）Do（x, y, T）=1 ⇔ y∈Isoq P（x）

2）Do（x, y,T）は y∈P（x）に関して連続（⇔ Isoq P（x）

は閉集合）

3）y�≤y, y∈P（x）⇒ Do（x, y, T）≤Do（x, y�, T）

定理 2�

1）Di（x, y, T）=1 ⇔ x∈Isoq L（y）

2）Di（x, y,T）は x∈L（y）に関して連続（⇔ Isoq L（y）

は閉集合）

3）x≤x�，x∈L（y）⇒ Di（x, y, T）≤Di（x�, y, T）

（証明については，Shephard（1970），Färe andMcGough

（2010）等を参照のこと．）◇

上記定理 1，2，2�の 1）に示される距離関数の性質は，

Tの弱効率集合ないしは広義効率集合を特定する weak

indication propertyと呼ばれる．また，2）は文字通り距

離関数の引数に関する連続性を示すもの，3）は Pareto

順序に関する単調増加性（順序保存性）を示すものであ

る．定理 2（2�）の 2）括弧部分は，Isoq P（x）（Isoq L（y））

が閉集合になることが，Do（x, y,T）（Di（x, y,T））が y（x）

に関する連続関数となるための必要十分条件であること

を主張するものだが，自由処分の仮定 T3 から Isoq P（x）

（Isoq L（y））の closedness が従う．実は，仮定 T3 と，対

応としてみた Pと Lの劣半連続性の下で，Do（x, y, ・），

Di（x, y, ・）は（x, y）∈T に関して連続となることが，

Hackman and Russell（1995）により示されている．Pと

Lの劣半連続性の仮定は強力で，後述する Russell の不

連続性を生じさせる反例を排除するのだが，Tのとり得

る範囲を制約する．
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要約すると，距離関数にはweak indication property，

連続性，Pareto 順序の保存性という 3つの重要な性質が

あることが分かったわけだが，これらに加えて，投入・

産出の測定単位が変更されても距離は不変に保たれるこ

とを要求する単位への非依存性（commensurability）の

条件を付加した 4条件が，距離関数ないしは効率性指標

がみたすべき条件とされている（Russell（1990），Russell

and Schworm（2009））．前述のように，投入・産出実績

と比較される効率フロンティア上の参照点の決め方によ

り異なる距離関数が導かれる訳だが，いずれも上記の性

質をみたすように定式化されている．興味深いことに，

次節で紹介する方向距離関数（directional distance

function）は，数理計画法のベクトル最適化における

Pascoletti-Serafini の scalarization という手法と完全に

対応しており，やはり上記の 3 性質が成立する（Khan,

Tammer and Zalinescu（2015）第 5.2 節）．

もう一点付け加えておくと，生産可能集合 Tと距離

関数 Dの間には，両者の持つ情報が同等であることを

示す双対性（duality）が成立する．模式的に言えば，T

から距離関数 DT=D（・.T）を導く手順 δと，Dから TD

={（x, y）∈R+
n×R+

m|D（x, y）≥0}等として生産可能集合

を導く手順 τが与えられたとき，τ（δ（T））=T, δ（τ（D））

=Dが成立すると同時に，仮定 T2，T3 と定理 1の性質

2），3）が対応する（詳細はFäre and Primont（1995）第

2章を参照のこと）．

2．距離関数の包括的な表現

前節では，効率性分析において用いられる距離関数の

概念とそれがみたす数学的性質について検討した．実

は，前節で紹介した距離関数を含む，weak indication

property，連続性，および Pareto 順序に関する単調性を

みたす多くの関数は，パラメーターθに関して Pareto 順

序の意味で単調減少な連続写像 f：（x, y, θ）∈R+
n×R+

m

×R+→ f（x, y, θ）∈R+
n×R+

mを所与として，

ψ（x, y, T）:=inf{θ∈R+|f（x, y, θ）∉T}

（最短脱出時間）の形をしていることが分かる．fを比較

参照点への射影と捉える考え方もある．

Shephard の投入距離関数は，

f（x, y, θ）=（x/θ, y）

Chambers, Chung and Färe（1995）の一般化方向距離関

数は，

f（x, y, θ）=（x‒ θgx, y+θgy）

（ここに（gx, gy）は所与の方向ベクトル）

Chavas and Cox（1999）の一般化距離関数は，

f（x, y, θ）=（x/θ1−p, θpy），0≦p≦1

Färe, Grosskopf and Lovell（1985）の双曲型距離関数は，

f（x, y, θ）=（x/θ, θy）

と，それぞれ設定すれば，ψ（x, y,T）の形に帰着する．上

記の各距離関数は，投入・産出実績を効率フロンティア

上の比較参照点に近づけていく手順の違いに特徴があ

り，実証研究においてもクロス・バリデーションにより

頑健な効率性の測定を行うために活用されている．

一方，Russell（1985），Charnes et al.（1985）（CCGSS）

や Färe andMcGough（2010）は，投入・産出実績とフロ

ンティア上の比較参照点の差の座標成分を合計（あるい

は平均）する形で距離関数を提唱しており，DEA 研究

者の間では一定の支持がある．この距離関数やその

variant は直接 ψ（x, y,T）の形に還元できないが，投入・

産出実績（x, y）から L1 距離 tにある，（x, y）より Pareto

改善的な投入・産出ベクトルの集合をΦ（x, y, t）として

θ（x, y, T）=sup{t∈R+|Fr（T）∩Φ（z, t）≠}

（ここに Fr（T）は Tの位相的境界）

のように表現できる．θ（x, y, T）は最長停留時間を表す

関数の形になっており，ψ（x, y,T）との形式的類似性は明

らかである．次節では，fや Φの正則性を用いて ψ（x, y,

T）や θ（x, y, T）の連続性，上半連続性を示す．

3．距離関数の連続性4）

本節では，第 1節の仮定 T1〜T4 の下，ψが（x, y）に

関して連続になるだけではなく，グラフ位相の下で，T

に関しても連続になることを証明する．まずは次の補題

を示す．

補題

条件 T2，T3 をみたす Z：=R+
n×R+

mの冪空間 に

おいて，S：=Zint T，Sk：=Zint Tk，k=1, 2, …とする

と，Tk→ Tなら Sk→ Sが従う．

（証明）

S⊂Li Skの証明は，Matheron（1975）にある．以下に

Ls Sk⊂Sを示す．まず，z∈Ls Skなら zk → zとなるよ

うに zk∉Tkを選ぶことができる．ここで，錐 Kk：=zk+

（−R+
n）×R+

mを考えると，Kk∩Tk=ϕである．K=

LimKk，T=LimTkに対し，K∩Tは内点を持たないこ

とが示される．このことから z∉int Tよって z∈Sが従

う．なぜなら，z∈ int Tなら，zが Kの尖端であること

とあわせて，zから int（（−R+
n）×R+

m）方向にわずかに

動いて z�∈ int（K∩T）を見出すことができ，先の int（K
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∩T）=ϕという主張と矛盾する．最後に，この int（K∩

T）=ϕを示そう．仮に，v∈ int（K∩T）とすれば，vの

近傍 Bで B⊂int（K∩T）なるものと，vk→ vなる点列 vk

∈Tkでほとんど vk∈Bとなるものが存在する．v ∈ int

K，vk→ vであるから，ほとんど vk∈Kkだが，これは Kk

∩Tk =ϕと矛盾する．

定理 3

Tを T1〜T4 をみたす R+
n×R+

mの冪空間 の元と

する．その冪空間 には Fell の閉収束位相を導入する．

また，f：R+
n×R+

m×R+→ R+
n×R+

mは，連続かつ

θ<θ�⇒ f（x, y, θ�）<Pf（x, y, θ）

をみたし，さらには，境界条件

〔Esc〕 f（x, y, θ）∈∂T, θ<θ�⇒ f（x, y, θ�）∉T,

かつ ∃θ�：f（x, y, θ�）∉T

をみたすものとする．このとき，

ψ（x, y, T）:=inf{θ∈R+|f（x, y, θ）∉T}

と定義される（距離）関数 ψ：R+
n×R+

m× → R+は

連続である．

（証明）

T1，T3，T4 から ψ（x, y,T）<∞ が従い，以下ではこ

れを前提とする．

1°）Θ（z,T）：={θ∈R+|f（z, θ）∉T}は開グラフ対応に

なる（ここで（x, y）=zと表記している）．

R+
n×R+

mは正則空間だから，f（z, θ）の近傍 U

と Tを含む開集合 Vで，U∩V=ϕなるものが存在

する．ここで，Vはコンパクト集合の補集合になっ

ていると考えてよい．fの連続性から，（z, θ）のあ

る近傍 Bに属する（z�, θ�）∈Bに対し，f（z�, θ�）∈U．

同時に，Vに含まれる閉集合 T�をとれば，f（z�, θ�）

∉T�．

2°）開グラフ対応は劣半連続（lower semicontinuous）

ゆえ，maximum theorem から，ψ（z, T）=inf{θ∈

R+|θ∈Θ（z,T）}は上半連続関数となる（たとえば

Klein and Thompson（1984）theorem 9.2.1）．

3°）次に，ψの下半連続性を示す．（zk,Tk）→（z0,T 0），

θ
k=ψ（zk,Tk），θ

0=ψ（z0,T 0）として，ψが下半連

続ではなく，ある ε>0 と無数の kに対し θ
0−ε>

θ
kとなるなら，fの θに関する単調性と自由処分

の仮定 T3 から，無数に f（zk, θ0−ε）∉Tkとなる．

よって，f（zk, θ0−ε）∉Tk⊃int Tk．fの連続性と

仮定から，f（zk, θ0−ε）→ f（z0, θ0−ε），Tk →T 0

であり，

Λ（z, T）:={θ∈R+| f（z, θ）∉int T}

で定義される Λは，閉収束の定義と補題より，閉

対応になることから，f（z0, θ0− ε）∉ int T 0 が

従う．ここで εよりわずかに小さい ε�をとれば，

ふたたび fの θに関する単調性，自由処分の仮定

T3 および境界条件〔Esc〕から f（z0, θ0−ε�）∉

T 0 となり（ f が ∂T 上に停留しない！），θ
0=

inf {θ∈R+|f（z0, θ）∉T 0}と矛盾する．これで，

ψ（z0, T 0）≤liminf ψ（zk, Tk）

が示された．◇

この定理の証明は，Aubin（1991）lemma 4.2.2（p. 134）

の証明からヒントを得たものである．

次に θ（x, y, T）の上半連続性を示そう．

定理 4

P（x）が有界という標準的な仮定の下で，

θ（x, y, T）=sup{θ∈R+|Fr（T）∩Φ（x, y, θ）≠}

（ここに Fr（T）は Tの位相的境界）

と定義される（距離）関数 θ：R+
n×R+

m× → R+は

上半連続である．

（証明）

Δ（x, y, θ）：（x, y）から L1 距離 θにある投入・産出ベク

トルの集合，

K（x, y）=（x, y）+（−R+
n）×R+

m

として Φ（x, y, θ）=Δ（x, y, θ）∩K（x, y）である．Δ（x, y, θ）

は L1-ball の face だからコンパクトであり，K（x, y）が

closed なることより，Φはコンパクト値写像となる．ま

た，L1 距離の連続性から Φは閉対応になる．さらに，

Δ（x, y, θ）が局所一様有界であることから Φも局所一様

有界になる．よってΦは優半連続である．

次に，Γ={（x, y, T, θ）|Fr（T）∩Φ（x, y, θ）≠} および

Θ（x, y, T）={θ∈R+|（x, y, T, θ）∈Γ}として Θが閉対応

（Γ が閉集合）となることを示す．（x, y,T, θ）∉Γ として

Φ（x, y, θ）のコンパクト近傍 Bで Fr（T）∩B= なるも

のをとれば，Bと Bcは Φ（x, y, θ）と Fr（T）を分離する．

Φの優半連続性と Fell（upper）位相の定義から，（x, y,

T, θ）の近傍 Uで U∩Γ=なるものを見いだし得る．

よって Θは閉対応．T∩K（x, y）のコンパクト性（P（x）

の有界性から従う）から Θの局所一様有界性も示せて，

Θの優半連続性が従う．θ（x, y, T）=sup Θ（x, y,T）だか

ら，maximum theoremにより所期の結果が得られる．◇

θ（x, y, T）の下半連続性までは示せないのには理由が

ある．Russell and Schworm（2009）は，反例を用いてFäre

and Lovell 型や CCGSS 型の効率性指標は不連続点をも
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ち得ることを示した．実は，彼らが連続性をみたすとし

ている Shephard の距離関数も件の反例の例外ではな

く，Debreu-Farrell 指標は連続で Färe-Lovell 指標は不

連続という決めつけ，先入観は持たない方がよい．Free

Disposable Hull technology のグラフィカルなイメージ

は階段状の図形となるが，階段の段差に当たる箇所で多

くの距離関数の不連続性が生じる．Pareto-Koopmans

の意味で効率的な投入・産出ベクトルを強く識別できる

距離関数は ∂（T）の不連続な縮退と一蓮托生の関係にあ

り連続性を犠牲にせざるを得ないのだが，弱い indica-

tion property しか要求しない Shephard の距離関数でさ

えも Tのとり得る範囲を制限せねば連続性が担保され

ないのである．

さて，ここで以下の点を強調しておきたい．距離関数

ψは，前節でみたように，Shephard の距離関数のほか，

Chambers，Chung and Färe（1995）の一般化方向距離

関数，Chavas and Cox（1999）の一般化距離関数，Färe,

Grosskopf and Lovell（1985）の双曲型距離関数，等々を

包摂する．したがって，Russell（1990），Russell and

Schworm（2011）や Hackman and Russell（1995）が積み

残した5）Shephard の距離関数の Tに関する連続性証明

のみならず，一群の距離関数が Tに関して連続になる

ことの証明が一気に与えられたことになる．ただし，既

述の通り大きな留意事項がある．距離関数 ψの連続性

は比較参照点への射影 fの振る舞いの良さ（境界条件）

に依存しているので，たとえば，Shephard の fは Free

Disposable Hull technology に対しては境界条件を充足し

ない状況が生じて，結局はHackman and Russell（1995）

が行った Pと Lの劣半連続性を仮定するような形で T

のクラスを制限する必要が出てくるかもしれない．これ

とは対照的に，一般化方向距離関数と Free Disposable

Hull technology の相性はよく，包括的な連続性証明の意

義をアピールするには都合がよい．

ちなみに第 1節で紹介したmetric distance functionの

（x, y, T）に関する連続性はどうか？基礎空間 Z上の距

離 dを用いて d（z, Tk）の収束から冪空間に位相を導入

する Choquet-Wijsman 流の冪位相の定義があるが，

Choquet-Wijsman 位相はユークリッド空間の冪空間に

おいてはFell 位相と一致するので，Tとその境界（Tの

効率的部分集合）∂*（T）に対し，Tk→Tなら ∂*（Tk）→

∂*（T）を示すことができれば，所期の連続性証明を容易に

行うことができる．絶対値関数の凸性と d（z,T）が一様

リプシッツになることを用いれば，距離関数の（x, y, T）

に関する（同時）連続性が示される．ただし，T が

Leontief technology で，Tkがこれを近似する正則な生

産可能集合の場合を想起すれば分かるように，効率的部

分集合 ∂*（T）の定義次第では，∂*（Tk）→ ∂*（T）は期待

できない（∂*（Tk）の不連続な縮退が生じ得る）．このよ

うな不連続性が生じるのは，Pareto-Koopmansの効率性

の定義がある意味で厳しすぎるためともいえる．

なお，一般化された距離関数の連続性以外の性質，た

とえば単位非依存性は自動的に保証されるものではな

く，その成否は fに課される追加的条件に依存するが，

追加的条件が課された場合でも，距離関数の連続性証明

は本稿と同様に進められる．

距離関数の連続性に関してもう一点付言すれば，比較

参照点の決め方を指定する写像 fや Φをも引数とする

形に距離関数を一般化して，距離関数 ψや θの fや Φに

関する連続性を示すこともできる．たとえば，fの関数

空間にコンパクト開位相を入れて前掲 Aubin（1991）

lemma 4.2.2（p. 134）の証明をなぞり，境界条件〔Esc〕

を用いて最短到達時間と最短脱出時間の一致をいえばよ

い（ただし，極限操作によっても境界条件が保たれるた

めには横断性条件のような仮定が必要となる）．これは

無意味な抽象化ではなく，たとえば，方向距離関数にお

ける方向ベクトルの変化に関する効率性評価の安定性，

もっといえば，距離関数の定式化変更に関する効率性評

価の安定性を確認することにつながる．

以上，本稿では，生産理論に現れる様々な距離関数の

概説とそれらを包括的に表現する一般化距離関数の連続

性証明を行ってきた．生産の効率性を測る距離の選択に

過敏になる必要はないことを示唆しているという「連続

性」の解釈もあり得るが，さりとて，距離の選択は慣例

に従えばよいというものでもない．効率性分析や生産性

分析の実際において，距離関数の選択が測定結果にどの

ような影響を与えているのかを検証することは重要な課

題であり，筆者はこのような問題意識に沿った研究を継

続していきたいと考えている．

注

1）本稿は，旧稿伊藤（2011）の続編にあたり，フォー

マルな記述のために必要な事柄をまとめた第 1 節

と，距離関数の連続性に関する第 3節の一部はこれ

に依拠している．また，本研究は武蔵大学長期特別

研修制度の恩恵を受けており，記して謝意を表した

い．

2）生産可能集合 T の自由処分包とは T+R+
n×

（−R+
m）を指す．生産集合や等量集合の自由処分

包についても同様に定義できる．

3）「産出」距離関数については，代表的論客である

Färe や Russell（Färe and Primont（1995）, Russell

（1998）等）を始めDo（x, y,T）：=inf {θ∈R+|（x, y/θ）
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∈T}という定義を採用する立場が支配的なようだ

が，「距離」のニュアンスを重視するなら本稿の定義

の方が適切であろう．どちらの定義を採用しても意

味を取り違えなければよいのだが，注意が必要であ

る．たとえば，Sickles and Zelenyuk（2019）は好著

だが，そこでは産出効率性は数値が小さい方が効率

的となるように定義されていて強い違和感が残る．

ちなみに，Shephard（1970）は専ら投入距離関数を

扱っており，Hackman and Russell（1995）は本稿と

同じ定義を採用している．

4）本節における定理 3の証明は拙稿（2011）のそれに

準拠しているが，証明の修正や定理 4に関する加筆

等も行っている．

5）Russell and Schworm は効率性指標の同時連続性を

証明したと主張しているが，「xk→ xかつ Tk→Tな

ら Pk（xk）→ P（x）」という誤った推論（括弧内は自

明に成立するわけではない joint continuity を要求

するものである !）に基づいて証明を展開している

ので，修正が必要である．Tk=Tだが，Pが xで劣

半連続ではなく “外割れ” するとき Pk（xk）→ P（x）

とはならない．

数学記号注

⇒：論理的含意（「ならば」），⇔：論理的同値，∈：元の

集合への帰属，∀：全称限量子（すべての），∃：存在限

量子（ある），int（・）：集合の内部，∂（・）：集合の境界，

Li（Tk）：集合列 Tkの位相的下極限，Ls（Tk）：集合列

Tkの位相的上極限，Lim（Tk）：集合列 Tkの位相的極限

（Klein and Thompson（1984）参照），R+
n：非負実数半

直線の n重積（n次元ユークリッド空間の非負象限），x

≤u⇔ xi≤ui，i∈{1, 2, …, n}，x<u⇔ xi<ui，i∈{1, 2, …，

n}，x<*u ⇔ xi<ui or xi=ui=0 for all i∈{1, 2, …, n}，

（x, y）<P（u, v）⇔（x, v）<（u, y）等々とする．
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