
株式銘柄間の相関係数予測モデルの比較

隅田 誠
a

要 旨

株式投資のリスク推定に関して，ベイズ修正や James-Stein 推定量がベータ値，すなわち市場ポートフォ

リオの収益率に対する感応度の予測に適することが過去に示されてきた．シングルインデックスモデルの

もとでは，銘柄間の相関係数がベータ値を利用して計算されるため，それらの修正を適用したベータ値を

用いて計算される相関係数は，そうでないものに比べて優れた予測精度を示すことが予想される．同様に，

マルチファクターモデルのもとであっても，すべての回帰係数を修正することで相関係数の予測精度が向

上することが期待できる．本稿では，日本の取引所に上場する銘柄を対象にこの検証を行い，これらの予

想を肯定するような結果を実証によって示す．また，通常の推定量によって推定される相関係数自体に対

しても同様の修正が適用でき，それによって予測精度を向上させられることが予想できる．本稿では同時

にこの検証も行い，肯定的な結果を示す．

JEL Classification Codes：G11，G17
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1．はじめに

株式銘柄間の収益率の相関係数は，分散投資によるリ

スク分散効果を左右する重要なパラメータであるが，そ

の予測には一般に少なからぬ誤差を伴う．過去の一定期

間の情報，とくに株価だけに基いて将来の一定期間に実

現する相関係数を予測する際に，その予測誤差を小さく

することが本稿の目的である．その予測モデルとして

ファクターモデルやベイズ修正を検討する．

過去の株価から収益率の相関係数を予測するとき，最

も単純な方法として相関係数の定義通りの方法で推定し

た値そのものでもって予測する方法が挙げられるが，こ

れが予測誤差を最も小さくする予測方法であるとは言い

難い．実際，この予測値にはファクターモデルのもとで

存在しないと考えられる誤差項間の相関が含まれている

し，真の相関係数（以下，これを母相関係数と呼ぶ）の

クロスセクショナルな分布が何らかの単峰型の分布であ

ると仮定するならば，その予測値はその仮定のもとにお

ける条件付期待値よりも分布の中心から離れた位置にあ

る値となっている．つまり，前者はファクターモデルに

よる予測精度改善の可能性を，後者はベイズ修正よる予

測精度改善の可能性を示唆している．これらの仮定が必

ずしも正確に実際のデータの特徴を捉えているとはいえ

ないが，本稿ではこれらの仮定に基づいて予測値を修正

することで予測精度がいかに変化するかを検証する．

まず，ファクターモデルでは銘柄間の相関が各銘柄の

各リスクファクターに対する感応度，すなわちベータ値，

あるいは一般に回帰係数だけによって決定されると仮定

するため，リスクファクターとして用いる変数によって

推定される相関係数の値が異なる．これはこの仮定に

よって（一般の推定量によって推定される）標本相関係

数から誤差項間の相関が除かれるためである．本稿では

いずれのリスクファクターを用いたファクターモデルが

相関係数の予測精度の点において優れているのか，つま

り，いずれのファクターモデルが銘柄間の相関部分のう

ちの経時的に不安定な部分を取り除き，安定した部分の

みを抽出できるかを検証する．このときファクターモデ

ルのもとでの相関係数の計算には回帰係数および各銘柄

の分散の推定が必要となるが，これらの予測に関してベ

イズ修正が有効であることは過去の研究から示されてい

る（隅田・今井（2016））．そこで，本稿ではこれらの修

正がファクターモデルのもとでの相関係数の予測精度を

いかに改善させるかについても検証する．

また，母相関係数が従う分布を仮定することで，相関

係数に対してフィッシャーの z変換（以下，単に z変換

と呼ぶ）を行った値についてもベイズ修正（あるいは

James-Stein 推定量）を適用し得る．ベイズ修正に関し

ては，相関係数ではなくベータ値の予測に対して適用す

ることで予測精度が少なからず向上することが，過去の

多くの研究で示されており，隅田・今井（2016）ではベ

イズ修正がベータ値の他に平均や分散の予測に対しても
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有効であることを示した．これらの修正が相関係数の予

測に用いられないのは，その推定量がベータ値の予測の

場合に都合の良いような仮定が設けられているという点

に一因があり，相関係数の予測の場合ではこれらの仮定

はおよそ現実的でなくなる．しかし，とくに分布の正規

性に関する仮定は，z変換を行うことで近似的に満たす

ことができる．そこで，本稿では相関係数そのものに対

してベイズ修正を適用するのではなく，z変換を行った

ものに対して修正を行い，修正後に逆変換を行うことで

相関係数の修正値を得るという方法を取り，検証を行

う1．これによって，ある程度論理的に妥当な方法とし

て，相関係数の修正モデルを提案することができる．

2．先行研究

相関係数の予測精度を比較した研究，あるいはベイズ

修正や James-Stein 推定量の有効性を示した研究は過去

にもいくつか行われており，本章では，そのうち本稿で

参考にした数例を挙げる．

まず，ベイズ修正に関してはVasicek（1973）において

ベータ値を予測する際の推定量が示され（以下，この推

定量を用いて予測するモデルを Vasicek モデルと呼び，

第 4 章でその概要を述べる），それ以降ベータ値の予測

における Vasicek モデルの有効性が多く検証される．

Vasicek モデルの推定量は非常に簡単な形で表される

が，それはベータ値，すなわち回帰係数の観測値が従う

分布に正規分布を仮定できるためであり，また，同時に

ベータ値の母数のクロスセクショナルな分布にも正規性

を仮定することがそれほど非現実的でないためである．

Vasicek モデルはベータ値の母数がある正規分布に従

うと仮定した上で，ある観測値が得られたときの条件付

期待値によって予測するものとなっており，その意味で

このモデルがベイズ修正と呼ばれる．このとき，母数の

分布（あるいは観測値の分布）を正規分布と仮定しなく

とも，これらの分布を何らかの形で仮定した場合の条件

付期待値として予測値を修正するならば，それはベイズ

修正といえるだろう．

Eun and Resnick（1984）はベイズ修正を相関係数の予

測に利用した一例であるが，これは相関係数そのものに

対するベイズ修正の適用ではなく，Vasicek モデルに

よって修正されたベータ値を相関係数の計算に用いるこ

とで（ベータ値だけでなく）相関係数の予測精度を高め

られることを実証によって示したものである．つまり，

ここで Vasicek モデルを用いたパラメータはあくまで

ベータ値であって，相関係数そのものではない．このと

きVasicek モデルを適用したベータ値とは，リスクファ

クターに 1つの株価指数だけを用いたファクターモデル

（いわゆる Single Index Model）におけるベータ値であっ

て，他に複数のリスクファクターを用いたモデルも検証

しているが，こちらの回帰係数にはVasicek モデルを適

用していない．

Eun and Resnick（1984）では，ファクターモデルに従

う場合には，ベータ値を修正しないよりはベイズ修正を

適用したほうが相関係数の予測精度が高まることが示さ

れているが，この研究で最も予測精度が高い結果となっ

たモデルはそのようなファクターモデルに従うモデルで

はない．彼らは複数の国の銘柄を検証対象としており，

最良の予測精度を示したモデルは，相関係数をその国ご

との平均でもって予測するというNational Mean モデル

と呼ばれるモデルであった．このモデルは相関係数その

ものを平均化しているのであって，ベータ値に対する修

正ではない．National Mean モデルのように全体の平均

で予測するというモデル（以下，このようなモデルを

Mean モデルと呼ぶ）は他の同様の研究でも多く用いら

れており，本稿でも比較対象とする．なお，Mean モデ

ルはVasicek モデル，あるいはベイズ修正の極端な例と

して表現することもできる．

Vasicek モデルを用いてはいないものの，Elton and

Gruber（1973）も相関係数の予測にMean モデルを用い

ることで予測精度が向上することを実証によって示して

いる．彼らは Eun and Resnick（1984）のように国ごと

の平均ではなく，業種や主因子分析を用いて擬似的に生

成した業種ごとの平均，あるいはすべての平均によって

予測するモデルを用いており，このいずれであっても予

測精度が高まる結果を示している．これらのモデルはそ

れぞれ Traditional Mean モデル，Pseudo-Industry モデ

ル，Overall Mean モデルと呼ばれており，このうちTra-

ditional Mean モデルおよびOverall Mean モデルは本稿

でも検証する．彼らの研究では，とりわけ Traditional

Mean モデルが優れた予測精度を示している．

また，Elton and Gruber（1973）も Eun and Resnick

（1984）と同様に，ファクターモデルによる相関係数の予

測精度を検証している．その際，Eun and Resnick（1984）

ではリスクファクターとして株価指数を用いたモデルだ

けを検証しているが，Elton and Gruber（1973）では収益

率行列の主成分得点をリスクファクターとして用いるモ

デルも検証している．これを参考に，本稿でもこのよう

なファクターモデルを仮定するモデル（後述する P1，

P3，P5 モデルとして）を検証する．しかし，このモデル

1 この点に関しては武蔵大学経済学部徳永俊史教授のご助言によった．記して御礼申し上げたい．
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は彼らの研究ではよい結果を示しておらず，株価指数を

用いるモデルよりも予測精度が低い結果となっている．

Elton and Gruber（1978）には Elton and Gruber（1973）

に続く研究がまとめられており，そこでは Eun and

Resnick（1984）に先立って相関係数の予測におけるベー

タ値のベイズ修正の有効性が示されている．彼らは

Vasicek モデルやMean モデルを用いて修正したベータ

値にもとづく相関係数の予測精度を比較して検証してい

る．検証結果として，相関係数の予測に関しては，ベー

タ値の予測にVasicek モデルを用いるよりもMean モデ

ルを用いたほうがよいということが示されているが，

ベータ値そのものの予測についていえば，Vasicek モデ

ルのほうが優れる結果を示した研究が多い．

金崎（1987）は日本市場を対象としてベータ値の予測

におけるベイズ修正の効果を検証している．その際，

Vasicek モデルとともに Mean モデルを検証しており，

Mean モデルの予測精度がVasicek モデルに匹敵しない

ことはおろか，修正しないベータ値よりも予測精度が悪

いという結果を示している．

同様の結果を隅田・今井（2016）でも示しており，本

稿ではこれらに基いて，ファクターモデルを仮定する場

合に用いるベータ値に対して適用する修正として，

Mean モデルではなくVasicek モデルを用いることとす

る．また，隅田・今井（2016）ではベータ値だけでなく

分散の予測においてもVasicek モデルが効果的に予測精

度を高めることを示した．相関係数の計算には各銘柄の

ベータ値の他に分散も必要であるから，本稿ではベータ

値と同時に各銘柄の分散の予測にもVasicek モデルを適

用することで，相関係数の予測精度がさらに高まるか否

かを検証する．

相関係数の予測ではないが，共分散に関する同様の研

究として，Chan et al.（1999）やLedioit andWolf（2003），

Ledioit and Wolf（2004）などがある．

Chan et al.（1999）では，共分散の予測におけるファク

ターモデルやMean モデルの効果に関して検証されてお

り，とくに 1つのリスクファクターだけを用いるシング

ルファクターモデルの予測精度が高いことが示されてい

る．一方で，相関係数の場合とは異なり，Mean モデル

では予測精度がほとんど変わらないという結果を示して

いる．

Ledioit andWolf（2003）は，銘柄数が多い場合の共分

散行列の正則性を得る方法として，一般的な推定量によ

る推定値と，シングルファクターモデルによる推定値と

の加重平均によって共分散行列の予測値を得る方法を提

案している．この手法はVasicek モデルと同様に，推定

値を何らかの値（Vasicek モデルの場合は推定値全体の

平均）に近づける形となっており，その意味でこのよう

なモデルは一般に Shrinkage Estimator と呼ばれる．ま

た，Ledioit andWolf（2004）ではシングルファクターモ

デルによる推定値ではなく，Vasicek モデルと同じく推

定値全体の平均との加重平均を用いるモデルについても

紹介されている．

最後に，James-Stein 推定量に関する研究についてで

あるが，この推定量は James and Stein（1961）で示され

たものである．James-Stein 推定量は多変量正規分布に

従う確率ベクトルの観測値から母平均ベクトルを予測す

るための推定量として述べられており，とくにベータ値

の予測が目的とはされてはいない．

金崎（1987）や吉原（1990）は Vasicek モデルとともに

ベータ値の予測における James-Stein 推定量の有効性に

関して検証している．いずれの研究でも James-Stein 推

定量による修正効果が認められてはいるものの，

Vasicek モデルと同等かそれ以下という結果が示されて

いる．

3．検証概要

3．1 データ

本稿で用いる株価データは，1983 年 1 月 4 日から

2016 年 8 月 31 日までの 404 か月間の月次株価データで

ある．ただし，月次株価として，その各月の最終取引日

の（株式分割あるいは株式併合に関する）調整後終値を

用いる．なお，取引が行われなかった取引日の値には直

前の取引日の値を用いる．

検証対象とする銘柄は，2016 年 9 月 3 日時点でYahoo!

ファイナンスから日次株価データが取得可能であった日

本市場に上場する 3631 銘柄のうち，次のすべての条件

を満たす 2073 銘柄である．

1．2006 年 8 月 31 日以前の日次データが少なくとも

1件以上存在する．

2．連続する 20 取引日の取引総額が常に 1,000,000 円

以上である．ただし，取引額は出来高にその日の

終値を乗じた値とする．

3．連続する 60 ヶ月間の株価変化率の標準偏差が 0

でない．つまり，60ヶ月間間隔でみたとき，常に

株価変化率は多少なりとも変動する．

4．月次株価の対数変化率の絶対値が常に 1以下であ

る．

1は検証に十分なデータが存在することを保証するた

めの，2は流動性の低い銘柄を排除するための，3は相関

係数が計算できることを保証するための，4は異常な誤

差を生じさせ，修正の効果の評価に大きな影響を及ぼす

ような銘柄を排除するための条件である．また，それら

株式銘柄間の相関係数予測モデルの比較
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とは別にファクターモデルにおけるリスクファクターに

使用する変数として，野村スタイルインデックスの

Total Market インデックス，Total Market Value イン

デックス，Total Market Growth インデックス，Small

Cap インデックス，Large Cap インデックスについても，

同じ期間の月次データを利用する．

3．2 検証方法

本稿で結論付けるべきことは次の 4点である．

1．ファクターモデルを仮定する場合，相関係数の予

測誤差を小さくするリスクファクターはいずれ

か．

2．ファクターモデルを仮定する場合，相関係数の計

算に必要な回帰係数および分散に対してベイズ修

正を適用することで予測精度を高めることはでき

るか．

3．相関係数の予測にベイズ修正等を適用することで

予測誤差を小さくすることができるか．

4．ベイズ修正を適用する際に，業種の組によってグ

ループ化して各々個別に修正を適用することは，

相関係数の予測精度にどのような影響を及ぼす

か．

本稿では複数のモデルによって相関係数を予測し，そ

の予測精度を検証するが，その各モデルの予測精度はあ

る時点を基準時点として，その基準時点で終わる一定期

間（以下，これを事前期間と呼ぶ）のデータから得られ

る予測値と，基準時点から始まる一定期間（以下，これ

を事後期間と呼ぶ）のデータから得られる値（以下，こ

れを事後の値と呼ぶ）との差の二乗平均，すなわちMSE

によって評価する．以下，事前期間の長さを Na か月間，

事後期間の長さを Np か月間，基準時点を T時点と表す

ことにする．また，検証対象とする銘柄数は Nn とする．

Nn の最大値は 2073 であるが，T−Na−1 時点で上場し

ていない銘柄は検証対象に含むことができないため，常

に Nn=2073 であるとは限らない．本稿では Na として

{60, 120, 180} のいずれかを，Np として 60 を用いて検証

する．

t時点の銘柄 iの株価変化率を Rt, i と表す．実際には，

Rt, i は時点 tの銘柄 iの株価に対する，時点 tから 1ヶ月

前の時点 t−1 の銘柄 i の株価の比率から 1 を引いた値

として計算する．

Rt, i をそのように定義したうえで，事前期間のデータ

から得られる銘柄 iと銘柄 jとの間の標本相関係数を次

のように求め，aρ̂i, j と表す．

aρ̂i, j=

∑



R−RR−R

  ∑



R−R

 ∑



R−R


ただし，

R=
1
N

∑



R

である（R についても同様）．このように求めた aρ̂i, j を

予測値として用いるモデルを本稿ではHistorical モデル

と呼び，検証対象とする．Historical モデルは修正等を

行わないモデルであり，次章で述べる予測モデルが予測

精度の点で優れているか否かを判断するための重要な基

準となるモデルである．事後の値は RT. から RT+Np−1.

までの標本を用いて a ρ̂i, j と同様に Historical モデルに

よって計算し，これを pρ̂i, j と表すことにする．また，銘

柄 iと銘柄 jとの間の母相関係数を ρi, j と表す．

いずれの検証においても，予測精度はMSE によって

のみ評価し，比較する．一般にMSE とは予測値と真の

値との差の二乗平均であるが，真の値である ρi, j は実際

のデータからは得られないため，事後の値を真の値とし

て評価する．つまり，予測値を aρ̂�i, j としたとき，MSE

は次式から得られる値となる．

MSE=
2

N 
−N

∑



∑



aρ̂�i, j−

pρ̂i, j


この式からわかるように，検証対象とする銘柄組（i, j）

は i<jを満たすものだけである．つまり，相関行列の上

側ないしは下側三角成分のみである．

MSEは値が小さいほど予測精度が高いと判断できる．

しかし，本稿では複数の時点で検証を行うため，MSEの

大きさだけではある 1時点での比較しか行えない．ゆえ

に，MSE の中央値や平均による比較とともに，Steel-

Dwass 法を用いた MSE の有意差の検定を行う．その

際，有意水準は 1% および 5% とする．しかし，Steel-

Dwass 法ではMSEの差が有意であるか否かを判断でき

るが，どちらが有意に小さいのかという結論は得られな

い．そこで，本稿では，MSEの差が有意であるとき，中

央値による比較だけではなく，MSE が相対的に小さい

時点の割合によってもモデル間の優劣を判断することに

する．その割合がおよそ 90% を超えるならば，明らか

にそのモデルのほうが優れているといえるだろうし，80

% や 70% であっても，そう判断して差し支えないだろ

う．しかし，60% や 50% の水準であれば，たとえ検定

結果が有意であっても，優劣を判断することは難しい．

その場合でも，その割合が大きい方が多いほうが優れる
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と判断せざるを得ないが，これは断言し難い．ただし，

第 5章で示すが，実際に検定結果が有意であって，なお

かつこの割合が 70% 未満であるような例は非常に少な

い．

ところで，{ aρ̂�i, j } の標本平均と標本標準偏差をそれぞ

れ aρ̂�および saρ̂�とし，{ pρ̂i, j } の標本平均と標本標準偏差

をそれぞれ pρ̂ および spρ̂ とし，{ aρ̂�i, j } と {
pρ̂i, j } の標本共

分散を saρ̂�, pρ̂ とすると，つまり，

aρ̂�=
2

N 
−N

∑



∑




aρ̂�i, j

saρ̂�=
2

N 
−N

∑



∑



aρ̂�i, j−

aρ̂�


saρ̂�, pρ̂=
2

N 
−N

∑



∑



aρ̂�i, j−

aρ̂�pρ̂i, j−
pρ̂ 

とすると（{ pρ̂i, j } についても同様），MSE は次のように

分解できる．

MSE=aρ̂�− pρ̂ 

+saρ̂�−spρ̂ 


+2saρ̂�spρ̂−saρ̂�, pρ̂ 

本稿では，この右辺第 1項を「平均の誤差」，右辺第 2項

を「標準偏差の誤差」，右辺第 3項を「相関の誤差」と呼

び，区別する．つまり，MSEは，{ aρ̂�i, j } と {
pρ̂i, j } の平均

の差， { a ρ̂�i, j } と { p ρ̂i, j } のばらつきの違い， { a ρ̂�i, j } と

{ pρ̂i, j } との相関の度合いといった 3つの要素からなって

いるといえる．これらを個別に確認することで，どのよ

うな要素が予測精度に強く影響しているのかを確認する

ことができる．

とくに，平均の誤差は予測値全体の平均を変化させる

ことで個別に縮小ないしは拡大させることが容易にでき

る．たとえば，平均の誤差だけが著しく小さなモデルが

あるならば，ほかのモデルの予測値の平均をそのモデル

の平均に合わせることで，そのモデルの平均の誤差が小

さくなり，結果としてMSE 自体も小さくすることがで

きる．Elton and Gruber（1973）では，Historical モデル

の平均の誤差が小さいことを前提して，このような調整

が行われている．

4．予測モデル

本章では，ファクターモデルを仮定したもとでの相関

係数の推定方法，およびベイズ修正等の予測モデルの概

要と，フィッシャーの z変換について述べる．

4．1 ファクターモデル

まず，本節ではファクターモデルの概要を述べる．

ファクターモデルとは，各銘柄の期待収益率が特定の

リスクファクター，すなわち説明変数に対する感応度に

よって定まるものと仮定するモデルである．ゆえに，

ファクターモデルのもとでは，個別銘柄間の相関がそれ

らの説明変数を介してのみ生じるものだと仮定すること

になる．

説明変数の数を Nf，説明変数行列を（Na×Nf）の行列

F，被説明変数行列，すなわち各銘柄の変化率を並べた

行列を（Na×Nn）の行列 Rとしたとき2，回帰係数行列

の推定値は最小二乗法によって次式から得られ，これを

β̂と表す（ β̂は（Nf+1×Nn）の行列である）．

β̂=1, F


1, F


1, F
R

ただし，1はすべての成分が 1である列ベクトルを示す．

また，行列Aおよび Bに対して，Aと Bの行数が同じ

とき行列Aの右側に行列 Bをならべた行列を（A , B）

と表し，Aと Bの列数が同じとき行列Aの下側に行列

Bをならべた行列を 
A

B  と表すことにする．

誤差項行列は次式から得られ，これを ûと表す．

û=R−1, Fβ̂

加えて，以降の表記を簡単にするため，Fをセンタリン

グした行列，すなわち各列から各列の標本平均を引いた

行列を Fˇ と表すことにする．つまり，

Fˇ =F−N 
 11F

である．同様に Rをセンタリングした行列を Rˇ と表

すことにする．

このとき，個別銘柄間の標本相関係数 aρ̂i, j は次のよう

に表せる．

aρ̂i, j=
∑



∑



β̂ β̂ Fˇ Fˇ +ûû

 Rˇ Rˇ 
Rˇ Rˇ 

さらに，ファクターモデルでは次の仮定を加えている

ことになる3．

・E［û
T
û］が対角行列である．すなわち，相異なる銘

柄の誤差項は無相関である．

この仮定に従うならば，aρ̂i, j は次のように書き換えら

れる．

2 基準時点を Tとすれば Rt, i は RT−Na+t−1, i に対応する．
3 この点に関しては武蔵大学経済学部山本零准教授のご助言によった．記して御礼申し上げたい．
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aρ̂i, j=
∑



∑



β̂ β̂ Fˇ Fˇ 

 Rˇ Rˇ 
Rˇ Rˇ 

これは次式から得られる行列 ρ̂（いわゆる相関行列）の i

行 j列（あるいは j行 i列）成分に等しい．ただし，以下，

正方行列Aに対して対角成分以外の成分を 0 で置き換

えた行列を diag（A）と表すものとする．

ρ̂=Sβ̂0 0

0 Fˇ Fˇ  β̂S
ただし，

S= diagRˇ Rˇ 


である．

この ρ̂の各成分を相関係数の予測値として用いるモ

デルを，本稿ではファクターモデルと総称することにす

る．このように相関係数を予測することによる予測精度

の変化については，Elton and Gruber（1973）でも同様の

手法によって検証されている．

リスクファクターとしては，株価指数の変化率あるい

は Rの主成分得点を用いる．

株価指数の変化率としては，野村スタイルインデック

スの Total Market インデックスの変化率を用いるモデ

ルと，3 ファクターモデル（Fama and French（1993））

に基づき各リスクファクターの簡単な代理変数として野

村スタイルインデックスの Total Market インデックス

の変化率，Total Market Value インデックスの変化率と

Total Market Growth インデックスの変化率の差，Small

Cap インデックスの変化率と Large Cap インデックス

の変化率の差の 3系列を用いるモデルを検証する．本稿

では，このうち前者をM1モデル，後者をM3モデルと

呼ぶ．

また，主成分得点としては，第 1主成分得点から第 1，

第 3，第 5 主成分得点までを用いるモデルをそれぞれ検

証する．本稿ではそれぞれを P1 モデル，P3 モデル，P5

モデルと呼ぶ．

ファクターモデルでは推定値の絶対値が 1を上回るこ

とがある．しかし，事後の値の絶対値は必ず 1以下であ

るため，その場合は予測値を 1あるいは−1 のうちの近

い方に修正することによって予測精度が必ず向上する．

ゆえに，本稿ではそのように修正を行ったうえで検証す

る．

ρ̂の計算には β̂や diag（Rˇ
TRˇ）を用いる．それぞれ

回帰係数の推定値，個別銘柄の偏差積和，すなわち推定

される不偏分散を Na−1 倍した値であるが，回帰係数と

分散の予測に際して，次節に述べるベイズ修正，とくに

Vasicek モデルを適用することで，予測精度が一般的な

推定方法よりも高まることが示されている．そこで，本

稿ではファクターモデルを仮定したもとでの相関係数の

予測に対しても，これらの修正を行うことで予測精度が

向上するか否かについて検証する．

回帰係数と分散をともに（一般的な推定量を用いるモ

デルである）Historical モデルで予測するものをBH-VH

モデル，ともに Vasicek モデルで予測するものを BV-

VV モデル，回帰係数を Historical モデル，分散を

Vasicek モデルで予測するものを BH-VV，回帰係数を

Vasicek モデル，分散を Historical モデルで予測するも

のをBV-VHモデルと呼ぶことにする．

4．2 ベイズ修正

本節ではベイズ修正の概要を述べる．

まず，X̃を真の値が θであるような分布に従う確率変

数とし，さらに，θ自身も確率変数であるとする．以下，

θおよび X̃の推定値あるいは観測値を，それぞれ θ̂，x̂と

表し4，θが従う分布の確率密度関数を f（θ̂），θ=θ̂である

と仮定した場合に X̃が従う分布の（条件付）確率密度関

数を g（x̂，θ̂）とする．このとき，θの X̃=x̂という条件付

き期待値は，

E θ X̃=x̂=∫



zθ̂, x̂ θ̂ d θ̂

=
∫




f θ̂ gx̂, θ̂ θ̂ d θ̂

∫



f θ̂ gx̂, θ̂d θ̂

である．任意の X̃=x̂に対する θの推定値 θ̂として，こ

のE［θ | X̃=x̂］を用いるような修正をベイズ修正と呼ぶ．

ベイズ修正において，f（θ̂）を平均E［θ］，分散Var［θ］

の正規分布の確率密度関数と仮定し，Var［X̃ |θ=x̂］を θ

=x̂であるときの X̃の分散，すなわち x̂の標準誤差の 2

乗として5，g（x̂，θ̂）を平均 θ̂，分散Var［X̃ |θ=x̂］の正

規分布の確率密度関数と仮定するとベイズ修正の修正値

は非常に簡単に求められる．実際，Vasicek（1973）で示

4 相関係数の予測では，θおよび x̂は，それぞれ任意の銘柄間の母相関係数 ρと標本相関係数 aρ̂に対応する．
5 x̂の標準誤差が必ずしもθによって決定されるとは限らない．たとえば，ベータ値の場合，真のベータ値が既知であっても

標準誤差を求めることはできない．ただし，相関係数を z変換したものの標準誤差は標本数によって定まる．その推定量に

ついては後述する．
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されるように，このときの E［θ | X̃=x̂］は次式から得ら

れる．

E θ X̃=x̂=
Var θx̂+Var X̃ θ=x̂E θ

Var θ+Var X̃ θ=x̂

ここで，E［θ］およびVar［θ］は未知であるから，実際

にこの推定量を用いるためには，先にこれらを推定する

必要がある．

これらの推定のために，λ2 を定数として，任意の x̂に

対してVar［X̃ |θ=x̂］=λ2 であり，なおかつ X̃が独立で

あると仮定する．このとき，θの条件がない場合の X̃の

期待値と分散は，それぞれE［θ］，Var［θ］+λ2 に等しい．

この事実に基づき，E［θ］およびVar［θ］の推定値を

次のように計算することとする．ただし，以下では複数

の（p個の）X̃を観測する場合を考え，その i番目の観測

値を x̂i と表すものとする6．

まず，E［θ］は，

E θ=x-=
1
p

∑



x̂

として推定する．つまり，{ x̂i } の標本平均である．そし

て，Var［θ］は，{ x̂i } の不偏分散 u2 を

u=
1
p−1

∑



x̂−x-



として計算し，これを用いて，

Var θ=u−λ

として推定する．ただし，Var［θ］は正でなければなら

ないから，u2≤λ2 ならばVar（θ）→+0 とする．また，λ2

は実際には未知であるから，その推定値 λ̂2 を次式から

得る．

λ̂2=
1
p

∑



Var X̃ θ=x̂

つまり，Var［θ］は { x̂i } の不偏分散から標準誤差の 2乗

の平均を引いた値として計算する．吉原（1990）では，

Var［θ］をこのように推定することが明示されている．

これらを用いて，x̂i の修正値として次式から得る Bθ̂i

を用いるモデルを，本稿ではVasicek モデルと呼び，検

証対象とする．

θ̂ =
Var θx̂+Var X̃ θ=x̂x-

Var θ+Var X̃ θ=x̂

=
u−λ̂x̂+Var X̃ θ=x̂x-

u−λ̂+Var X̃ θ=x̂
u>λ̂

x- u≤λ̂

Vasicek モデルは最も一般的なベイズ修正であり，相

関係数の予測に限らなければ，第 2 章で述べたように，

過去にも Elton and Gruber（1973）や Eun and Resnick

（1984），金崎（1987），吉原（1990）など，多くの研究で

その予測精度の高さが示されている．なお，これらの研

究はいずれもベータ値の予測にVasicek モデルを用いた

ものである．これは，もちろんベータ値が投資リスクの

重要な評価指標であるためでもあるが，Vasicek モデル

における仮定，すなわち推定値 x̂が正規分布に従うとい

う仮定が，ベータ値の予測に適合しているためでもある

といえる．また，隅田・今井（2016）では，ベータ値の

他に平均や分散の予測にVasicek モデルを適用し，その

有効性を示した．

ところで，Vasicek モデルでは E［θ］および Var［θ］

の計算方法の導出にだけ，すべての iについて Var［X̃ |

θ=x̂i］=λ2 と仮定しているが，Vasicek モデルの修正値

の計算自体にこれを仮定するならば，Bθ̂i は次のように

改められる．ただし，λ2 は λ̂2 として推定するものとす

る．

θ̂ =x̂−x̂−x-
λ̂

u u>λ̂

x- u≤λ̂

これは u2≥λ̂2 ならば，p の増大にともなって後述する

James-Stein 推定量に近づく．実際，相関係数を z 変換

した値に関しては，すべての iについてVar［X̃ |θ=x̂i］=

λ2 と仮定できるため，本稿の検証においてVasicek モデ

ルと James-Stein 推定量はおよそ等しい．ゆえに，次節

で James-Stein 推定量を紹介するが，James-Stein 推定

量をVasicek モデルと区別して検証することはしない．

次にMean モデルと Historical モデルをベイズ修正の

特殊なケースとして定義する7．そのためにまず，ディ

ラックのデルタ関数 δを用いて，次の（確率密度）関数

fD および gD を定義する．

f(θ̂)=δ(θ̂−E[θ])

6 本稿においては，x̂k はある銘柄組（i, j）間の母相関係数 ρi, j を z変換したものに対応する．また，pは
N 

−N

2
に対応する．

7 Historical モデルはファクターモデルの特殊なケースとして定義することもでき，リスクファクターの数がmin{Na−1, Nn}

である場合の相関係数の推定値は（誤差項がすべて 0となるため）Historical モデルに一致する．
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gx̂, θ̂ =δx̂−θ̂ 

このとき，f=fD と仮定でき，なおかつ gが gD のような

関数でないならば，

E θ X̃=x̂=E θ

である．本稿ではこれをMean モデルと呼び，検証対象

とする．ただし，E［θ］は上で定義した xによって推定

するものとする．つまり，Mean モデルはすべての観測

値の平均で予測するモデルである．また，Mean モデル

をベイズ修正の一種として考える場合，正規性の仮定は

必要ないため，Mean モデルに関しては z 変換を行わな

い値，すなわち標本相関係数そのものに対して適用する

モデルも検証することとする．そのため，とくに区別が

必要な場合，z 変換した値に対して適用するものを

Mean z モデル，標本相関係数に対して適用するものを

Mean rho モデルと呼ぶこととする．

一方で，g=gD と仮定でき，なおかつ fが fD のような

関数でないならば，

E θ X̃=x̂=x̂

である．本稿ではこれを Historical モデルと呼び，検証

対象とする．

なお，Mean モデルは Vasicek モデルにおいて Var

［X̃|θ=x̂］→∞としたときの，Historical モデルはVasicek

モデルにおいてVar［X̃|θ=x̂］→+0 としたときの極限値

に等しい．

Mean モデルは Elton and Gruber（1973）や Eun and

Resnick（1984），Chan et al.（1999）などでも検証されて

おり，その計算の単純さに反した高い予測精度が示され

ている．隅田・今井（2016）では，株価変化率の平均の

予測において，とくに効果的であることを示したが，こ

の場合ほとんどの時点で u2≤ λ̂2 と推定されたため，

Vasicek モデルが優れていたともいえる．また，

Historical モデルは修正を加えないモデルであるから，

他のモデルがHistorical モデルよりも予測精度の点にお

いて優れているかが，そのモデルの有効性を判断する重

要な評価基準となる．

本稿で検証するベイズ修正は，いずれも修正対象とな

るすべての観測値を用いて，それに適した関数 fを決定

している．つまり，その観測値の期待値は，すべて同一

の分布に従うことを前提としなければならない．しか

し，とくに株価変化率の相関係数の予測の場合，同一業

種に属する銘柄間の相関係数は，そうでないものに比べ

て大きくなる傾向にあることが容易に想像できる．つま

り，同業銘柄間の母相関係数の分布と，異業銘柄間の母

相関係数の分布とは，同一ではないと考えられる．これ

が正しいならば，たとえばMean モデルによってすべて

の銘柄間の相関係数を，そのすべての平均で予測するよ

りも，2銘柄の業種が同じものは同業銘柄間の相関係数

の平均で，異なるものは異業銘柄間の相関係数の平均で

予測したほうが，予測精度が高まるはずである．この後

者のような予測方法は，観測値を業種に基いていくつか

のグループに分類し，そのグループごとにMean モデル

を適用していることになる．同様のことがVasicek モデ

ルでもいえる．

本稿では，業種によって推定値を複数のグループに分

類し，そのグループごとにベイズ修正を適用することで

予測精度が向上するか否かについても同時に検証する．

具体的には，東証 33 業種分類による業種の組が同じ銘

柄組ごとにグループを作るものである．なお，この分類

では，同一グループに属する標本数が極端に少ないグ

ループが生じ得る．その場合，fの決定には不十分であ

ると考えられるため，標本数が 10 以下であるならば，そ

の対応する修正値に限って，グループごとではなく，全

体を対象にして同様のモデルを適用した場合の修正値を

用いるものとする．

これを区別するため，銘柄を分類しないものをAll モ

デル，業種によって分類するものを Sector モデルと呼

ぶことにする．Elton and Gruber（1973）では，この

Sector モデルを本稿でいうところの Mean モデルとと

もに適用したモデルを Traditional Mean モデルとして

比較対象のモデルに取り入れている．

4．3 James-Stein 推定量

本節では James-Stein 推定量の概要を述べる．ただ

し，上述の通り，相関係数を z変換した値に対して適用

するかぎり，その共分散を無視すれば，この推定量は結

果的にVasicek モデルにおよそ等しい．

まず，X̃を平均ベクトル θ，共分散行列 Σの p変量正

規分布に従う p変量確率ベクトルとする．すなわち，

X̃~N θ, Σ

である．X̃の観察値をx̂としたとき8，適当な p次ベクト

ル θ̂に対して，次の（x̂から計算される θの）推定量 J
θ̂

を James-Stein 推定量と呼ぶ．

8 相関係数の予測では，θおよび x̃の各成分は，それぞれ任意の銘柄間の母相関係数 ρと標本相関係数 aρ̂に対応する．
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θ̂=x̂−p−2
x̂−θ̂

x̂−θ̂

Σx̂−θ̂

この推定量 J
θ̂について，p≥3 のとき，

E  θ̂−θ

Σ θ̂−θ<E x̂−θ


Σx̂−θ

であることが James and Stein（1961）で示されている．
J
θ̂や x̂に対する上式のような値は，この文脈でリスクと

呼ばれる．

つまり，θ̂がどのような値であっても， J
θ̂のリスクは

x̂のリスクより小さい．また，θ̂が θに近いほど J
θ̂のリ

スクは小さくなる．金崎（1987）や吉原（1990）では，

θ̂として x̂の標本平均を用いている．つまり，θ̂を次の

ように推定している．

θ̂=x-=
1
p
x̂1

この場合，θ̂が x̂の関数となるため， J
θ̂のリスクが若干

異なり，上述の J
θ̂の推定量が最適なものではなくなる．

計算は省略するが，次の推定量に改めることで，p≥4 に

おいて上のリスクに関する不等式を満たすことができ

る．なお，この場合では p=3 の場合，等式として満たさ

れる．

θ̂=x̂−p−3
x̂−x-

x̂−x-

Σx̂−x-

さらに，λ2 を適当な定数として，Σ=λ2E と仮定する

ことができるならば，リスクはMSE の期待値の
p

λ 倍

に一致するため， J
θ̂のような推定量はMSEの期待値を

小さくする推定量であるといえることになる．相関係数

を z変換した値の予測において，この仮定は Σの対角成

分に関して妥当である．金崎（1987）や吉原（1990）で

は，λ2 として x̂の標準誤差の 2 乗の平均を用いている．

つまり，この推定値を λ̂2 とすれば，

λ̂=
1
p

∑



Var X̃ θ =x̂ 

である．

これらのことから，この場合の J
θ̂は次のように改め

られる．

θ̂=x̂−p−3
x̂−x-

x̂−x-


λ̂E


x̂−x-

=x̂−p−3
x̂−x-λ̂

x̂x̂−px- 

James-Stein 推定量は金崎（1987）や吉原（1990）でベー

タ値の予測に対して用いられており，Vasicek モデルと

同等の予測精度が示されている．

4．4 フィッシャーの z変換

本節では z変換について述べるが，これは相関係数の

予測モデルではない．この変換を行った値に関して，上

に述べたベイズ修正や James-Stein 推定量を用いて予測

し，修正後に逆変換することで相関係数を予測する方法

を考える．これは z 変換によって，ベイズ修正や

James-Stein 推定量における仮定の一部を妥当なものに

することができるためである．ただし，上述の通り，

Mean モデルに関しては z変換を行わない値に対しても

適用し，それをMean rho モデルと呼び検証する．

z 変換とは標本相関係数 ρ̂i, j に対する次のような変換

zである．

z ρ̂=tanh   ρ̂=
1
2

ln 
1+ ρ̂
1− ρ̂ 

ゆえに，逆変換 z−1 は，

zẑ=tanh ẑ=
exp ẑ−exp −ẑ
exp ẑ+exp −ẑ

である．

母相関係数が ρi, j，標本数が Na のとき，z（ρ̂i, j）は平均

z（ρi, j），分散（Na −3）−1 の正規分布に近似的に従う．こ

のことを利用すれば，Vasicek モデルや James-Stein 推

定量における仮定の不都合をいくらか解消できる．すな

わち，観測値 x̂（あるいは x̂の各成分）が正規分布に従う

という仮定と，それらの標準誤差が真の値 θ（あるいは

θ̂の各成分）によらずに定まるという仮定である．

さらに，観測値が正規分布に従うため，真の値が従う

分布の確率密度関数 fが正規分布の確率密度関数である

というVasicek モデルの仮定も，それほど非現実的なも

のではなくなるだろう．また，標準誤差が観測値や真の

値によらず常に  (N−3)


で一定であるため，u2>λ̂2

であるかぎり，すなわち観測値の分散が標準誤差の 2乗

（Na−3）−1 よりも大きいかぎり，Vasicek モデルの予測

値は James-Stein 推定量とほとんど同じ値となる．

5．検証結果

5．1 ファクターモデル

5．1．1 回帰係数自体の修正効果

本節ではファクターモデルにおいていずれのリスク

ファクターを用いる場合が最も予測精度が高くなるかを

検証する．その際，回帰係数や分散の修正は考慮しない
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ため，本節中においてはとくに明記しないかぎり，すべ

てBH-VHモデルを指す．

図 1 は Na=60 のときの各ファクターモデルの MSE

の推移を「平均の誤差」，「標準偏差の誤差」，「相関の誤

差」ごとに示したものである．これらの成分の和はMSE

に等しいため，図はMSE自体の推移も示している．

いずれのモデルでも，相関の誤差がMSE の大部分を

占めており，一方で標準偏差の誤差は極めて小さい．と

くにHistorical モデルでは標準偏差の誤差が常にほとん

ど 0 である．ただし，MSE の値の変動は平均の誤差に

よるところが大きいようである．平均の誤差は他に比較

して明らかに変動が激しい．平均の誤差はいずれのモデ

ルでも 1980 年代末から 1990 年代初頭にかけて著しく大

きい．これは，この時期に市場全体の相関係数の水準に

大きな変化が生じたことを意味する．その大きさは，

M3，P1，P3，P5 モデルではモデル間に大きな差はみら

れず，いずれもHistorical モデルと同程度であるが，M1

モデルは明らかにHistorical モデルよりも大きい．その

他の時期であっても，M3，P1，P3，P5 モデルは

Historical モデルと似た推移をしているが，M1モデルは

やや異なる変動をしている．M1 モデルの平均の誤差は

2000 年代全体を通して比較的大きい傾向にあるが，他の

モデルではこの傾向がみられない．

M1 モデルの平均の誤差は，1990 年代後半を除いて，

おおむね他のモデルよりも大きいようであるから，予測

値全体の平均を調整するような修正は，M1 モデルにお

いて最も効果的であると思われる．

図 2 には Historical モデルに対するMSE の比率の推

移を示した．

M3，P1，P3，P5 モデルは非常によく似た変動をして

おり，いずれのモデルであっても常に 1を下回っている．

すなわち，少なくともHistorical モデルよりは予測精度

が高い．その中でもM3モデルは，他よりわずかながら

小さい水準を推移している時期が目立つ．一方でM1モ

デルは変動が非常に激しく，1を大きく上回る時期もあ

れば，大きく下回る時期もある．この意味でM1モデル

が相関係数の予測の点において優れているとは言い難

い．

P1，P3，P5 モデルは似た推移をしているものの，とく

に Na が小さいときにわかりやすいが，P1 モデルが最小

であり，P5 モデルが最大であることが多い．つまり，主

成分得点をリスクファクターとするならば，その系列数

は 1で十分であり，より多くの系列を採用するとむしろ

予測精度が下がるようである．

表 1 には MSE の中央値，平均，標準偏差を示した．

事前期間の長さ Naごとに，最大値および最小値をそれ

ぞれ濃い灰色と薄い灰色の背景で示している．ただし，

Historical モデルは最大値や最小値の対象に含めていな

い．なお，MSE は予測対象によって非常に小さな値と

なり得るため，表頭の統計量とともに記した値を乗じて
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示している．また，分散や回帰係数を修正したモデルで

ある BH-VV モデルや BV-VH モデル，BV-VV モデルの

結果も併載している．

分散や回帰係数を修正しない BH-VH モデルの部分だ

けをみるが，中央値や平均はM1モデルを除いていずれ

のモデルであってもHistorical モデルよりは小さい．つ

まり，いずれのモデルであっても予測精度が多少なりと

も改善されているといえる．M1モデルも Na=180 なら

ば中央値，平均ともに Historical モデルより小さい．そ

れだけでなく，このときM1モデルの中央値と平均はす

べてのモデルの中で最小である．

図 2からも読み取れたが，P1，P3，P5 モデルの中央値

および平均は，すべて P1 モデルが最小であり，P5 モデ

ルが最大である．また，P1 モデルとM3 モデルとを比

較すると，平均と中央値で大小関係が一致せず，判断が

難しい．

表 2 には MSE の差の検定結果を示した．1% 水準で

有意なもの，5%水準で有意なもの，5%水準でも有意で

ないものの順に，それぞれ白色，薄い灰色，濃い灰色の

背景で示している．表中の数字は表頭のモデルのMSE

が表側のモデルのMSE よりも小さかった時点の割合で

ある（単位はパーセント）．検定結果が有意であってこ

の値が 100 に近いならば，表頭のモデルのほうが優れて

いると判断できるだろう．以下，この値を優位な割合と

呼ぶことにし，モデル Aがモデル Bに対して優位な割

合といった場合（文脈からモデルが明らかな場合は単に

優位な割合と省略する），表頭がモデルAかつ表側がモ

デル B であるような箇所の値を示すこととする．この

表現は次節以降に示す同様の表と共通して用いる．

Historical モデルと比較すると，Na=120 の場合のM1

モデルを除いてすべて 1%水準で有意であり，優位な割

合も，とくにM1モデル以外のモデルでは常に 100 と極

めて大きい．つまり，M1 モデルの例外を除いて，これ

らのモデルによって予測精度が明らかに向上するといえ

る．

P1，P3，P5 モデルを比較すると，ほとんどのケースで

差が有意でなく，いずれを用いても大きな差はないとい

える．つまり，主成分得点をリスクファクターとするな

らば，その系列数は，相関係数の予測精度にあまり影響

を及ぼさないといえる．優位な割合や計算の単純さを考

えれば，P1 モデルが適していると判断することもでき

る．

図 1 や図 2 でみたように，M3 モデルの MSE は P1，

P3，P5 モデルと似たような推移をしているが，検定結

果からも多くのケースでその差が有意でないことがわか

る．つまり，M3 モデルによる相関係数の予測精度は，

P1 モデルでも達成できるといえる．ただし，Na=180

の場合には，P1，P3，P5 モデルのいずれに対しても差が

5%水準で有意であり，そのときのM3 モデルの優位な

割合は十分 100 に近い．

M1 モデルは，Na=180 のとき，他のすべてのモデル

との差が有意であり，優位な割合がどちらかといえば

100 に近い．一方で，そうでない場合には，Historical モ

デルを除くいずれのモデルと比較しても差が有意でな

い．

これらのことから，ファクターモデルの中では，Na が

十分に大きいならばM1モデルが適しているが，そうで

ないならばいずれを用いてもほとんど変わらないといえ

る．ただし，Na≤120 のとき，M3 モデルが優位な割合

はすべてのモデルに対して 50 よりは大きいため，これ

までの予測精度を重視して選ぶならば，M3 モデルが最

適であるといえる．
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図 2 Historical モデルのMSE に対する比率

（ファクターモデル）



5．1．2 回帰係数を修正する効果

本節ではファクターモデルにおいて，Vasicek モデル

によって修正された分散や回帰係数を用いることで，相

関係数の予測精度がさらに高まるか否かを検証する．

図 3 には BH-VH モデルに対するMSE の比率の推移

を示した．図 2 と異なり，BH-VH モデルとの比較であ

り，これが 1を下回るならば，分散や回帰係数を修正し

たことによって予測精度が向上していることを示す．
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表 1 ファクターモデルのMSEの要約統計量

中央値（101） 平均（101） 標準偏差（101）

60 120 180 60 120 180 60 120 180

─

Historical .45119 .39010 .34668 .61310 .43125 .35922 .41343 .11999 .05260

BH-VH

M1 .39147 .41368 .28593 .62064 .40536 .29104 .61936 .13099 .03673

M3 .36367 .34851 .30815 .53336 .38722 .32141 .40352 .12124 .04371

P1 .37048 .34316 .32438 .53256 .39517 .34074 .40458 .12748 .05412

P3 .38543 .36023 .33041 .55101 .40085 .34088 .40992 .12801 .05628

P5 .39546 .36505 .33255 .56079 .40429 .34201 .41090 .12681 .05505

BH-VV

M1 .37964 .40782 .28270 .61740 .39991 .28776 .61903 .12830 .03597

M3 .37539 .34383 .31121 .54140 .38940 .32513 .39915 .12636 .04589

P1 .39050 .33668 .32721 .54095 .39822 .34546 .40035 .13379 .05667

P3 .40834 .35113 .33138 .56142 .40437 .34588 .40572 .13381 .05867

P5 .41917 .35545 .33392 .57199 .40796 .34704 .40647 .13256 .05743

BV-VH

M1 .38156 .41856 .29193 .60843 .40768 .29619 .60734 .12951 .03801

M3 .32608 .34297 .29970 .50636 .37849 .31285 .39295 .12680 .04794

P1 .33729 .35411 .32458 .50998 .39054 .33351 .38870 .13056 .05587

P3 .34118 .36141 .32400 .51643 .39029 .33030 .39559 .13062 .05695

P5 .34455 .36212 .32520 .51971 .39062 .32997 .39871 .12968 .05584

BV-VV

M1 .37230 .41181 .28829 .59826 .40012 .29174 .60869 .12673 .03746

M3 .31526 .33812 .29955 .49924 .37500 .31308 .39173 .12955 .04948

P1 .33928 .33876 .32494 .50658 .38922 .33567 .38727 .13492 .05787

P3 .34377 .34741 .32470 .51393 .38924 .33262 .39407 .13483 .05889

P5 .34729 .34805 .32550 .51780 .38973 .33238 .39708 .13399 .05778

表 2 ファクターモデルにおける有意差の検定結果

Historical M1 M3 P1 P3 P5

60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

Historical 74 54 76 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

M1 26 46 24 57 62 34 56 58 27 52 58 29 50 55 27

M3 0 0 0 43 38 66 44 25 0 2 13 7 0 10 1

P1 0 0 0 44 42 73 56 75 100 0 12 43 0 1 39

P3 0 0 0 48 42 71 98 87 93 100 88 57 0 3 31

P5 0 0 0 50 45 73 100 90 99 100 99 61 100 97 69



いずれのモデルであっても，Na が大きくなるに従っ

て変動が安定するようになっている．また，BV-VH モ

デルと BV-VV モデルが似た変動をしているのに対し

て，BH-VV モデルは BV-VH モデルや BV-VV モデルと

異なる変動をしており，また，その水準は比較的 1に近

い．これは分散の修正がほとんど無意味であることを示

唆する．とくにM1モデル以外のモデルでは多くの時期

で分散だけを修正することで，すなわち BH-VV モデル

を用いることで，予測精度が悪化している．

回帰係数を修正する BV-VH モデルや BV-VV モデル

は，M1モデル以外のモデルについて，とくに Na が大き

い場合は 1を下回る時期が多く，多少なりとも修正の効

果があるといえるだろう．しかし，その水準は Na=180

の場合に BH-VH モデルのMSE を 5% 程度改善させる

程度であり，あまり効果的とはいえそうにない．

表 1 には，分散や回帰係数を修正した場合のMSE の

中央値や平均，標準偏差も示しているが，これをみると

確かに BV-VH モデルや BV-VV モデルの MSE の中央
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図 3 BH-VHモデルのMSEに対する比率



値や平均は，BH-VH モデルよりも若干小さくなってい

るようである．一方で，BH-VV モデルの中央値や平均

は BH-VH モデルとの差が更に小さいか，あるいは BH-

VH モデルよりも大きくなっているケースが多いことが

わかる．

表 3 にはMSE の差の検定結果を示した．表の見方は

表 2と同様である．

どのモデルについても，BH-VHモデルと BH-VVモデ

ルとの比較および BV-VH モデルと BV-VV モデルとの

比較では，すべて有意でない．つまり，分散を修正する

か否かは予測精度に影響しないといえる．また，M1 モ

デルに関してはいずれのモデル間でも有意でなく，M1

モデルを用いる場合は分散や回帰係数の修正が必要ない

といえる．

BH-VVモデルと BV-VH モデルや BV-VV モデルとを

比較すると，Na=120 の場合にはいずれのモデルでも差

が有意でないが，そうでない場合には 5%水準で有意で

あるケースが多い．そして，有意であるか否かを問わず

BH-VV モデルの優位な割合は 0 に近い．つまり，分散

の修正効果は回帰係数よりも明らかに小さく，分散を修

正するならば同時に回帰係数を修正することで予測精度

を改善できるといえる．これらの点からも，分散を修正

する必要はないと判断できる．

BH-VH モデルと BV-VH モデルや BV-VV モデルとを

比較すると，Na が大きいとき有意な例がほとんどない

が（とくに有意水準を 1% とすればすべて有意でない

が），Na=60 の場合は少なくとも 5%水準で有意なモデ

ルが多く，BH-VH モデルが優位な割合は 0 に近い．つ

まり，Na があまり大きくないならば，分散の修正の有無

を問わず，回帰係数を修正することで相関係数の予測精

度を改善することができるといえる．
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表 3 ベータ値や分散の修正による有意差の検定結果

BH-VH BH-VV BV-VH BV-VV

60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

BH-VH

M1 72 85 99 77 33 12 95 82 42

M3 41 42 10 87 72 85 86 77 84

P1 44 38 0 85 73 90 80 71 84

P3 28 36 0 95 78 100 93 87 100

P5 25 36 0 100 86 100 98 89 100

BH-VV

M1 28 15 1 63 21 8 92 49 21

M3 59 58 90 92 73 92 93 73 92

P1 56 62 100 92 73 95 99 73 95

P3 72 64 100 100 74 100 100 88 100

P5 75 64 100 100 75 100 100 100 100

BV-VH

M1 23 67 88 37 79 92 99 99 100

M3 13 28 15 8 27 8 74 70 49

P1 15 27 10 8 27 5 68 62 21

P3 5 22 0 0 26 0 66 62 20

P5 0 14 0 0 25 0 64 60 19

BV-VV

M1 5 18 58 8 51 79 1 1 0

M3 14 23 16 7 27 8 26 30 51

P1 20 29 16 1 27 5 32 38 79

P3 7 13 0 0 12 0 34 38 80

P5 2 11 0 0 0 0 36 40 81



5．2 ベイズ修正

5．2．1 ベイズ修正の効果

本節ではベイズ修正を適用することで予測精度が高ま

るか否かについて検証する．なお，ベイズ修正は第 4章

で業種の組ごとに適用する Sector モデルとすべてまと

めて適用する All モデルとを定義したが，本節では All

モデルについてだけ述べ，Sector モデルを用いることの

効果については次節で検証する．ゆえに，本節ではとく

に明記しないかぎりAll モデルを指すものとする．

まず，図 4には図 1と同様に，Na=60 のときの各モデ

ルのMSE の推移を「平均の誤差」，「標準偏差の誤差」，

「相関の誤差」ごとに示した．

Vasicek モデルも Mean モデルも，Historical モデル

に比べて標準偏差の誤差が大きいことがわかる．これら

のモデルは推定値をその全体の平均ないしは中心付近に

近づけるような修正となるため，予測値の標準偏差は元

の推定値よりも小さくなる．さらに，Historical モデル

の標準偏差の誤差が極めて小さかったことを考えると，

本来予測精度の高かった予測値全体の標準偏差をより小

さなものに改めて予測しているのであるから，標準偏差

の誤差は大きくなるのが当然である．

とくに，Mean モデルは標準偏差の誤差が極めて大き

く，代わりに相関の誤差が 0である．これはMean モデ

ルの予測値の標準偏差が 0であり，事後の値との共分散

が 0 であるためである．つまり，Mean モデルにおける

標準偏差の誤差は（事後の値の）分散の推移を表してお

り，これが経時的に安定していることが，Historical モ

デルにおける標準偏差の誤差の小ささにつながる．

これらのモデル間ではとくに大きな差はみられず，各

誤差の変動もおおむね同じようである．すなわち，平均

の誤差は 1990 年前後と 1990 年代後半に著しく大きく，

標準偏差の誤差は 1990 年前後と 2000 年前後に比較的小

さいというような傾向などは同様である．また，その程

度もモデル間であまり変わらない．

図 5 には図 2 と同様に Historical モデルに対する

MSEの比率の推移を示した．

ファクターモデルの場合（図 2）と異なり，Vasicek モ

デルも Mean モデルもともにほとんどの時点で 1 を下

回っており，少なくともHistorical モデルよりは予測精

度が高いことがわかる．いずれのモデルも似たような推

移をしているが，Mean z モデルは 1 を超える時期もあ

り，他と比べてこの比率の水準が大きな時期が目立つ．

つまり，これら 3つのモデルの中では，やや予測精度が

劣るようである．

表 4 には表 1 と同様にMSE の中央値，平均，標準偏

差を示した．なお，Sector モデルの結果も併載してい

る．

図 5からも推察されるように，Vasicek モデルもMean

モデルも，MSEの中央値や平均はHistorical モデルより

も小さい．しかし，Vasicek モデル，Mean z モデル，
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図 4 Na=60 のときのMSEの各成分の推移（ベイズモ修正）



Mean rho モデルの中で，MSEの平均が最小あるいは最

大であるモデルを特定するのは難しい．平均をみれば

Mean z モデルは Na を問わず最大であるが，中央値では

必ずしもそうではない．この表をみるかぎりでは，これ

らのモデルがHistorical モデルより優れることはわかる

ものの，いずれのモデルが最も予測精度が高いかは判断

し難い．

ただし，Mean z モデルの中央値や平均は，わずかな差

ではあるものの，Mean rho モデルより大きい傾向にあ

るため，推定値全体を平均化するMean モデルを用いる

場合，z変換は必要ないと判断できる．

表 5 には表 2 と同様に MSE の差の検定結果を示し

た．

Vasicek モデルも Mean モデルも，Historical モデル

と比較すると 1% 水準で有意であって，Historical モデ

ルが優位な割合は十分 0に近い．ゆえに，これらのモデ

ルは相関係数の予測精度を有意に改善することができる

といえる．

しかし，これら 3つのモデル間で比較した場合，すべ

て 5%水準でさえ有意でない．ゆえに，これらのモデル

の中ではいずれのモデルを用いても相関係数の予測精度

に大きな違いは生じないといえる．これらのモデルの中

ではMean rho モデルが最も計算が簡単で，なおかつ利

用しやすいモデルであるから，このモデルが相関係数の

予測に最も適しているといえるだろう．

5．2．2 業種ごとに修正することの効果

本節ではベイズ修正を業種ごとに適用すること，すな

わち Sector モデルとして定義したモデルを用いること

による予測精度の変化について検証する．

図 6 には All モデルに対するMSE の比率の推移を示

した．図 5 と異なり，All モデルとの比較である．いず

れのモデルであっても 1よりやや下を推移する傾向にあ

る．ゆえに，Sector モデルを用いることで多少なりとも

予測精度が高まることがわかる．ただし，1990 年前後お

よび 2010 年代には 1を上回るケースがみられる．Mean

モデルにおけるこの比率の変動は，Vasicek モデルに比

べて明らかに激しく，Vasicek モデルでは最大でも 5%

程度の改善しか見られないが，Mean モデルでは 10%以

上改善する時期もある．

Mean モデルでは Na が大きいほど効果的に改善する

が，これはより多くの事前期間のデータを用いたほうが

標準誤差が小さくなり，（業種の組ごとに母相関係数の

分布が明確に異なるならば）業種の組ごとの母相関係数

の分布の違いが，推定される相関係数に現れやすくなる

ためだと考えられる．

表 4 には Sector モデルの結果も示したが，これをみ

ると実際にMSE の中央値や平均は例外なく All モデル

よりも Sector モデルのほうが小さくなっていることが

わかる．つまり，いずれのモデルでも業種ごとに修正を

行うことで予測精度が若干向上するといえる．

また，Sector モデルにおいて，Vasicek モデルのMSE

の中央値や平均は常に最大である．ゆえに，前節では

Mean rho モデルに他のモデルとの有意差がないことか

ら最適なモデルと結論づけたが，Sector モデルを用いる

ならばMSE の中央値や平均で判断しても，Vasicek モ

デルよりは優れるといえる．

表 6 には表 3 と同様に MSE の差の検定結果を示し

た．

Vasicek モデルはAll モデルと Sector モデルとの差が

5% 水準でも有意でない．つまり，Vasicek モデルは業

種ごとに適用する必要がないといえる．

一方で，Mean モデルは Na=120 の場合には 5%水準

で有意であり，Na=180 では 1%水準でも有意差が認め
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図 5 Historical モデルのMSEに対する比率（ベイズ修正）



られる．また，Sector モデルが優位な割合は十分 100 に

近い．つまり，Mean モデルを用いる場合，Na が十分に

大きければ，Sector モデルを適用することで予測精度の

さらなる向上が期待できるといえる．すなわち，相関係

数（あるいはそれを z変換したもの）を業種組ごとの平

均でもって予測すべきだということである．

なお，有意差の検定等は行っていないが，表 4 と表 1

をみれば，Sector モデルを適用したときのMean モデル

のMSE の中央値や平均は，Na≤120 の場合に，ファク

ターモデルも含めた他のすべてのモデルよりも小さいこ

とがわかる．Na=180 の場合にもM1モデルに次ぐ水準

である．Mean モデルが計算の単純さに反して高い予測

精度を示す結果は，Elton and Gruber（1973）やEun and

Resnick（1984）でも示されている．

6．おわりに

本稿では株価変化率の銘柄間の相関係数の予測につい

て，一般的な推定量（Historical モデル）でもって予測す

る場合と，ファクターモデルに従って予測する場合，お

よび相関係数を z変換した値にベイズ修正（全体の平均

で予測するMean モデルを含む）を適用する場合とで，

予測精度がいかに異なるかを検証した．また，ファク

ターモデルに従って予測する場合では，その際に分散や

回帰係数に対してベイズ修正を適用することで予測精度

が向上するか否かについても検証し，ベイズ修正を適用

する場合では，対象とするすべての銘柄組に対してその

修正を適用するか（All モデル），あるいは業種組ごとに

適用するか（Sector モデル）の違いによる予測精度の差

についても検証した．

検証結果から主として次の 4つの結論を得た．これは

第 3章 2節で挙げた 4つの目的に対する結論である．

第一に，ファクターモデルに従い，誤差項間の相関を

除外して相関係数を予測する場合，リスクファクターの

選択として最も適したモデルは，事前期間が長く過去の

データが 180ヶ月分程度利用できるならば株価指数（本

稿では野村スタイルインデックスの Total Market イン

デックス）の変化率だけを用いるモデル（M1モデル）で

あるが，事前期間が短いならばいずれのモデルであって

も大きな違いはない．ただし，基本的にいずれのモデル

も予測精度は改善されるため，ファクターモデル自体は

相関係数の予測に有効である．

第二に，ファクターモデルに従って相関係数を予測す

るとき，予測精度を向上させるためには，その計算に用

いる回帰係数の予測にベイズ修正（Vasicek モデル）を
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表 4 ベイズ修正のMSEの要約統計量

中央値（101） 平均（101） 標準偏差（101）

60 120 180 60 120 180 60 120 180

─

Historical .45119 .39010 .34668 .61310 .43125 .35922 .41343 .11999 .05260

All

Vasicek .31464 .33353 .31535 .49139 .37769 .32306 .39183 .13350 .05932

Mean z .30475 .34686 .31267 .49555 .38972 .33195 .38126 .14660 .06882

Mean rho .30710 .34596 .30203 .48839 .38107 .32359 .39178 .13385 .06157

Sector

Vasicek .30851 .32737 .30812 .48710 .37091 .31759 .39894 .13280 .05885

Mean z .29193 .32573 .29195 .48531 .36925 .31392 .39404 .14158 .06514

Mean rho .29225 .32732 .28336 .47830 .36173 .30683 .40257 .13115 .05941

表 5 ベイズ修正における有意差の検定結果

Historical Vasicek Mean z Mean rho

60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

Historical 100 100 100 98 86 84 100 100 96

Vasicek 0 0 0 39 26 34 47 43 47

Mean z 2 14 16 61 74 66 53 57 76

Mean rho 0 0 4 53 57 53 47 43 24



適用すべきであるが，分散の予測に対して修正を行って

も予測精度はほとんど改善されない．

第三に，本稿でベイズ修正として検証したVasicek モ

デルとMean モデルは，いずれも少なからず相関係数の

予測精度を向上させることができる．しかし，これらの

間では予測精度に大きな差がなく，いずれを用いても予

測精度はあまり変わらない．計算と利用のしやすさから

考えれば，z変換しない値に対してすべての推定値を平

均して予測する Mean rho モデルが適しているといえ

る．

第四に，ベイズ修正のように予測値全体をその平均付

近に縮小するような修正では，業種の組ごとに適用する

ことで予測精度が若干高まるが，Vasicek モデルの場合，

その差はわずかであり，そのような適用を行う必要はな

い．しかし，Mean モデルを用いる場合には明白な効果

があり，とくに過去のデータが多く利用できるならば，

業種の組ごとにMean モデルを適用すべきである．

本稿では，モデルの優劣をMSEによって比較したが，

MSE が改善されたモデルであっても，銘柄の組によっ

ては常に予測精度が悪化しているようなものが存在して

もおかしくない．これは相関係数だけでなく，回帰係数

や分散の予測についてもいえることだが，もしそのよう

な銘柄あるいは銘柄組が存在するならば，それにどのよ

うな特徴があるかという点は興味深い．また，相関係数

はポートフォリオを構成する際に重要な役割を果たす指

標であり，ポートフォリオのリスクに影響を与えること

になるが，この予測精度の改善がポートフォリオのリス

クをいかに改善するかという点も検証する必要があるだ

ろう．これらの検証を今後の課題としたい．
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図 6 All モデルのMSEに対する比率

表 6 All モデルと Sector モデルとの有意差の検定結果

All Sector

60 120 180 60 120 180

All

Vasicek 78 99 98

Mean z 79 100 93

Mean rho 83 100 93

Sector

Vasicek 22 1 2

Mean z 21 0 7

Mean rho 17 0 7
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